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Capitulo 03: Sucessoes

Neste capitulo vamos aprofundar o estudo de

sucessoes

ou seja,

sequéncias de infinitos nUmeros reais...

como por exemplo:

ou

ou

0.1; 0.01; 0.001; 0.0001; 0.00001:...
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ou, a sucessao dos numeros quadrados

1,4,9,16, 25, 36,49, 64, ...
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ou, a sucessao dos numeros triangulares

1,3,6,10, 15, 21, 28, 36, ...

.
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ou, a sucessao de Fibonacci

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
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Todas as figuras da péagina inicial estao
relacionadas com a sucessao de Fibonacci ...

Esta sucessao aparece muito na Natureza: no
nuamero de folhas das plantas, no olho das flores,
na formacao das plantas, nos animais, nos
humanos ...

O Homem desde ha muito que ficou maravilhado
com esta sucessao e a utilizou na Arquitectura, no
Design, na Engenharia Civil . ..

YoulllB. The Fibonacci Sequence



http://www.youtube.com/watch?v=XwNCMP0GhZ4
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Fibonacci
(1170 -- 1250) ltaliano

Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa -
também conhecido como Fibonacci apds a sua
morte - foi um matematico italiano, dito como o
primeiro grande matematico europeu depois da
decadéncia helénica. E considerado por alguns
como o mais talentoso matematico da ldade
Média. Ficou conhecido pela descoberta da
sucessao de Fibonacci e pelo seu papel na
introducao dos algarismos arabes na Europa.

ISEL-IPL


http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_Pisano_Fibonacci
http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonardo_Pisano_Fibonacci
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As aplicagdes das sucessdes sao infinitas:

Na Engenharia Civil:

» A sucessdo do numero de carros que passa a ponte Vasco da Gama em cada dia...
» A sucessao da quantidade maxima anual de litros de agua na barragem de Castelo de Bode...

Na Economia:

» A sucesséo dos valores da taxa anual de inflagao...
» A sucessao do valor da amortizacdo anual de um imével...
» A sucesséo do volume de vendas anual da EPUL (Empresa Publica de Urbanizag¢ao de Lisboa)...

Na Biologia:

» A sucessdo do numero de animais existentes de uma espécie em vias de extingcao medido
mensalmente...

Na Meteorologia:
» A sucessao da temperatura maxima no Aeroporto de Lisboa, dia apos dia...
Na Medicina:
» A sucesséo da quantidade de um medicamento existente no nosso corpo apos cada toma...

estdo sempre presentes no nosso dia-a-dia...
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No final deste capitulo deve:
[] identificar sucessdes em problemas;

[] utilizar multiplas representagdes de sucessoes;
[] estudar sucessdes quanto a monotonia e limitagao;

[] encontrar exemplos de sucessdes com determinadas
propriedades;

[] calcular limites de sucessoes por definicio;

[] calcular limites de sucessdes usando varios teoremas;

[] reconhecer propriedades das sucessoes, quer
analiticamente, quer usando a representacao grafica,
quer usando tabelas. Saber o que pode inferir
rigorosamente de cada uma das representacoes;

[] aplicar os conceitos estudados de modo a resolver
problemas.
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Competéncias globais

Também deve:

|:| escrever e verbalizar os seu pensamentos
de uma forma clara, concisa e organizada;

[] justificar os raciocinios;

] compreender e utilizar a linguagem
matematica;

[] utilizar programas computacionais como
ferramenta de apoio ao estudo;

[] formular hipéteses; interpretar, prever e
criticar resultados no contexto do
problema;

|:| fazer raciocinios demonstrativos, usando
métodos adequados (nestes, incluem-se o
método de reducdo ao absurdo, o método
de inducao matematica e a utilizacao de
contra-exemplos);

[] ser auténomo na auto-avaliacéo e, se
necessario, na procura de elementos
complementares de estudo.




01 Introducao

, ~ 4g.9/146
Capitulo 03: Sucessoes pag-9/

» Para responder as perguntas ou fazer anotagdes, pode
utilizar qualquer ferramenta do Adobe Reader:?2

» Gravacgao audio
Caixa de texto
Sublinhar
Realcar
Chamada
Nuvem

> Lé.plS

> ...

v

v

v

v

v

» As figuras e textos sobre matematicos foram retirados da
web, para aceder a pagina original basta clicar na figura.

4Se nao domina adequadamente o Adobe Reader, veja o tutorial em



http://help.adobe.com/en_US/Reader/9.0/index.html
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Um paciente toma uma capsula com 30 mg de
antibiético.

Apo6s 1 hora, a quantidade de antibidtico que ainda
permanece no corpo € 90% da quantidade no
inicio dessa hora.

Seja h o numero de horas decorridas desde a
toma da capsula.

1. Qual é a quantidade de antibiético na hora
h=07?

Capitulo 03: Sucessoes

2. Enahorah=17

3. Eh=27

4. Eh=37

5. Escreva uma expressdo matematica que
indique a quantidade de antibiético ao fim de
qualquer niumero h de horas.
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7. Abra o ficheiro: Antibiotico.xls.
8. Copie para esta pagina o grafico.

9. Copie para esta caixa de texto a tabela.

10. A partir de quando € que o paciente tem menos
1 mg no sangue?
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Note que:

Definicdo de sucessio » Por exemplo, uip chama-se o 10° termo, ou o

termo de indice 10, ou o termo de ordem
Uma sucessao (numérica) € uma lista ordenada 10...

de infinitos nimeros reais, » Emgeral ne N, ouseja,n=1,2,3,... mas
pode comecar em 0, em 10, em -1, etc, 0

th, Uz, Us, -, Un, -.. indice serve apenas para indicar a ordem dos

termos...
u; — primeiro termo » Por abuso de linguagem, diz-se, por vezes, a
U —segundo termo sucessao u, em vez de a sucessao de termo
uz —terceiro termo geral up.
: » Uma sucessao também pode ser vista como
U, —n-esimotermo ou termo geral uma funcao real de variavel natural,

u: N - R

Quando existe termo geral, representa-se a n — u(n) = un

sucessao por

Por exemplo, a sucessao u, = 15 corresponde
a fungéo f(n) = 1 com n e N.

(Un)neN
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1. Escreva alguns termos da sucessao

2. Considere a sucessao dada pelo termo geral:

1
n+5

Un:

Calcule:
a) U

Capitulo 03: Sucessoes

b) us

d) uso

€) Uot
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3. Considere a sucessao definida por

recorréncia:

Calcule:
a) Uy

up =1
Un = 2Unp—1

b) us

d) uso

Capitulo 03: Sucessoes

e) up (Sem ser por recorréncia.)

Nota: Nesta sucessao conseguimos facilmente calcular o
termo geral mas isso nem sempre acontece!
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Repare nos seguintes gréaficos (de alguns termos de sucessoes)...
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eles sugerem-nos que os valores dos termos das sucessdes podem crescer, decrescer ou nao serem

monadtonos...

Vamos definir rigorosamente estes conceitos...




03 Monotonia

Capitulo 03: Sucessoes

pag.18/146

A sucess&o (Un),cy €

>

>

»

crescente se u, [l Un.1, Vn < N.
decrescente se u, [l U1, Vn € N.
monétona se é crescente [N

decrescente.

estritamente crescente se u, N

Untt, vn e N.

estritamente decrescente se v, [N
Untt, Vn e N.

estritamente monétona se é estritamente
crescente M estritamente decrescente.

limitadase dmneR: n<u, <m,
ou equivalentemente,

se IM € Rt : |u,| [ | M.

|:|Confirmei no livro as minhas respostas.

1. Cada uma da:
dedicada a ur
Monotonia.xls

a) Comece p«
pagina o g
(Crie os qu

b) Indique, se
cada uma

c) Confirme &
anterior.
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Exemplo: Grafico: Analiticamente:
1 Confirmemos que uy, € decrescente
Un = — (neN) - que tn :
iole Ou seja, que
Tabela: ' Up > Upyq, VN €N,
n 1in 1 1
1 1.0000 0.6 1 “ nZ ned
2| 0.5000 - (sera que esta desigualdade € verdadeira?)
3] 0.3333 ' (como n+ 1 é sempre positivo...)
4/ 0.2500 + N1
5 0.2000 0.4 - >1
6 01667 + n ..
+ (como n é sempre positivo...)
7| 0.1429 02 )| o ntlon
8/ 0.1250 ‘ee z n.
9 0111 00 RS el il S T TTU PN
1[] 01000 LI | T T 171 | Trrrfirrrrrrrrrprrrrrirrrrr Portanto temos n + 1 > n.
0 5 0 15 20 25 30 35 1O = )
11) 00903 E esta desigualdade é verdadeira,
12 0.0833
ara qualquer n € N.
13 0.0769 para quaiq
14 0.0714 A
151 0.0867 Logo a sucessao é decrescente!
16 0.0625
17 0.0538
18 0.0556
19 0.0526
200 0.0500
ol Anal I . ) Conclusio:
o3 0.0438 . na |saTdo a t’abe a e o grafico a sucessao A sucessdo é decrescente!
24| 0.0417 parece” monétona?
gg gg‘;gg Pelo gréfico e pela tabela, a sucessdo é mondtona
: T nte entr rdemn=1en=32.
o7 0 0370 decrescente entre a orde e 3
28| 0.0357
29 0.0345
30l 0.0333
31| 0.0323

UIED-FCT-UNL
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us = teN Grafico: Analiticamente:
t t2 +1 ( )
Tabela:

Analisando a tabela e o grafico Concluséo:

a sucessao “parece” monétona?
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Vo=In(n®—1) (neN) Grafico: Analiticamente:
Tabela:

Analisando a tabela e o grafico Concluséo:

a funcao “parece” monétona?
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1 1
Wp=—— —— eN Grafico: Analiticamente:
P o p+i (p )
Tabela:
Analisando a tabela e o grafico Concluséo:
a sucessao “parece” monétona?
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1 . "
Xk = (—1)" X (k € N) Grafico: Analiticamente:
Tabela:
Analisando a tabela e o grafico Concluséo:
a sucessao “parece” monétona?
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Ym=m? —10°m+2 (meN) Gréfico: Analiticamente:
Tabela:

Analisando a tabela e o grafico Concluséo:

a sucessao “parece” monétona?
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2. Sera que utilizando uma folha de calculo é
possivel "garantir" que uma sucessao €, de

facto, monétona? Fundamente a resposta.
Se preferir, pode responder utilizando a Ferramenta de
Comentarios: Gravagdo Audio.
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3. Indiqgue um exemplo, distinto dos anteriores,

) ) > e) monétona limitada;
de cada um dos seguintes tipos de sucessao:

a) crescente;

f) monétona nao limitada;

b) decrescente;

g) ndo mondtona e limitada;

c) crescente mas nao estritamente crescente;

h) ndo mondtona e ndo limitada.

d) limitada;
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Infinitesimo
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Voltemos ao problema do antibidtico.

Um paciente toma uma capsula
com 30 mg de antibiotico. Apds
1 hora, a quantidade de
antibiético que ainda
permanece no corpo é 90% da
quantidade no inicio dessa
hora.

No inicio deste capitulo ja deve ter concluido que

h
este problema nos leva a sucessao A, = 30 ()
cujo grafico é:

35,00

30,00 +

25,00 A

20,00 A *

15,00 - s

10,00 -+ -

5,00 4 * .

000 +—4+——+——+—TT—T 1T T
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1. Volte a abrir o ficheiro:
Antibiotico.xls.

d) E a uma milésima de miligrama?

a) A partir de que hora é que a quantidade de
antibiético no corpo é inferior a 0.1 mg?

e) Esta quantidade é tao pequena quanto se
quiser?

b) E inferior a 0.05 mg?

c) E a uma centésima de miligrama?

Quando os termos de uma sucessao sao tao
pequenos quanto se quiser, esta sucessao
diz-se um infinitésimo.
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O A 3 = 1
Deflnlgao de infinitésimo 1. ConS|dere a sucessao u, = e

a) Dado § = 1 determine uma ordem p a
partir da qual a sucessao € menor que 9.

Uma sucesséo (Up),cy € um infinitésimo
(ou, tem limite 0)
se, para cada numero real positivo J,
existe uma ordem p, a partir da qual,
a sucessao (em valor absoluto) € menor que esse
namero 4: b) Eparad = 1557

V6>0 dpeN n>p=|u, <o.

Neste caso, utilizamos uma das notacdes:
c) E para um numero real positivo qualquer, §7

lim u, =0,
n——+-o00

limu, =0,
n

u, — 0. ~ P
" d) Esta sucessdo é um infinitésimo?

Isto significa, em linguagem corrente, que a
sucessao € tao pequena quanto se quiser.
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_4
n+1-

a) Determine uma ordem p a partir da qual a
sucessao € menor que trés décimas.

2. Considere a sucessao u, =

b) E menor que 8 milésimas ?
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c) E menor que um nimero real positivo d) Esta sucesséo € um infinitésimo?
qualquer, §7
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3. Usando a defini¢ao, averigue se sao b _cos(n)
infinitésimos: ) Vo="5 %
1
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C) szﬁ7—4 d) Xk:4k+2.
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4. Abra o ficheiro: Exemplosinfinitesimos.x|s.
Considere as sucessoes
1

C my2n+Vmd
e

. 2 +10*

£~ T 105¢

a) Para cada uma das sucessoes, averigue se
existe uma ordem, a partir da qual essa
sucessao € inferior a uma milésima.

Un

. . 7
b) E inferior a 155557

Un

Vn

Justifique cuidadosamente.
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Definicao de infinitamente grande

Uma sucessao (up),.y € um infinitamente grande
(ou, tem limite infinito)
se, para cada numero real positivo L,
existe uma ordem p, a partir da qual
a sucessao (em valor absoluto) é maior que esse
namero L :

VL>0 dpeN n>p=|us > L.

Capitulo 03: Sucessoes

Neste caso, utilizamos uma das notacdes:

lim u, = o,
n——+oo

||mUn = OO7
n

up — o0.
n

Isto significa, em linguagem corrente, que a
sucessao € tao grande quanto se quiser.

1. Considere a sucessao u, = n?.

a) Dado L = 8 determine uma ordem p a partir
da qual a sucessao é maior que L.

b) E para L = 1007

c) E para um numero real positivo qualquer, L?

d) Esta sucessao € um infinitamente grande?
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2. Averigue se s3o infinitamente grandes: b) v = —k (k + 3)*
a) U, =(—1)"(n?-5)
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©) Ym = m+5 3. Utilize uma folha de célculo s para determinar
a ordem a partir da qual a sucessao
Up = m° +2n + +v/n’ é superior a mil.

E superior a um milh&o?

Justifique cuidadosamente.
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Vamos olhar com cuidado para a sucessao: E agora para a sucessao:

Con+t el . B +2 | ey
" n+5 5n% + 1
2 e~ |
S I B 6
n=10 %%:l n=10 %z%:%z:
n— 100 201 ([ n=100 553000007 ~ 50000 ~[ ]
n—= 1000 %z:l n=1000 %z:

B 300000002 ~[ ]
n=10000 50000 000 000000001 ~~

n= 100000

n=10000 R~
n=100000 200001 o[
n=1000000 290091 ~[ ]

E 6bvio que esta sucessdo esta tdo perto quanto

se quiserde[ |

E 6bvio que esta sucessdo esta tao perto quanto

se quiserde[ |
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Limites de quocientes de polindmios

» Grau maior no numerador — oo.

» Grau maior no denominador — 0.

» Grau igual— quociente dos coeficientes dos
termos de maior grau.

Exemplos:

2n +1
im =2
n—+cc N+ 5

lim 3 +2
n—+oo 5Nt + 1 o

5mt+1

n—I>TOO3n2 +2 e

Use o resultado anterior para escrever o0s
seguintes limites.

4
1. fim T2t —

n—+co M3 4+ 5n2

2
o dim "Bl ]

n—+oco N3 4+ 5n2

4
O A S

n—+oo 2N* + 5n?

) 2m° +1
4. gim 1EET L

n—+oco M3 —5n7

3n* +nf +1
K

5. lim -

n—-+00

4—n

[ 1

lim =
n—+oon + 2
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S —
N —
LS —
S —
[N —

T —

T —

lm 10"=[__ ]

n—-+4oo

L —
R E—

n—+o0o
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—
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©
e
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Tendo em conta os exemplos das paginas
anteriores, sistematize o quadro seguinte.

Limite da exponencial

lim a" =

n—-+o00

(L] se
[ ] se
[ ] se
[ ] se

|:|Confirmei no livro as minhas respostas.

[ ]
[ ]

Use o quadro

1.

[im 2" =
n—-+4oo

lim 2
" no+oo \ 1C

lim I
.n—H—oo 3

lim (-2

n—-+o00

lim (—0.
n—-+4oo

lim (—1¢

n——+o0o

lim n3
n—-+4oo
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Limite finito
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Definicao de limite finito

Uma sucesséo (Un) o
tende para o numero a € R
(ou tem limite a € R)

se u, — a é um infinitésimo, ou seja,

V6>0 dpeN n>p=|u,—al <d.

Neste caso, utilizamos uma das notacdes:

lim u, = a,
n—-+4oo

limu, = a,
n
Up, — a.
n
1. Considere a sucessao u, = #

a) Qual Ihe parece ser o limite, a, desta
sucessao?
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b) Dado § = 75, determine uma ordem p, a

10’

partir da qual a sucessao esta a uma
distancia de a, menor que §.
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00 * d) E para um numero real positivo qualquer,
6?
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e) Prove, por definicdo, que esta sucessao
tende, de facto, para a.
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2. Consegue prever quais sédo os limites das
sucessoes seguintes? Confirme, por definicao,
a sua previsao.

4n+ 3
a) Un:

2n —1

Capitulo 03: Sucessoes
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3. Usando uma folha de célculo s , calcule 100
termos da sucessao u, = nsin (1). Consegue
prever qual o seu limite?

Copie para esta pagina a tabela/grafico que utilizou para
fazer a previsao.
Mais tarde veremos rigorosamente...
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1. Associe os graficos aos termos gerais das sucessoes:

20 20
1.5 1.5
.09 OO e  Raaadaid 1.0 7+
ot
.
+
054+ 0,54+
*e
‘e,
AL 2 I
0 0 A~ 0.0 4ttt esasseeerey
0 5 10 13 20 25 30 35 0 5 10 13 20 25 30 35
a) b)
25 20
204+ 154 «
15 Mg
o
. MR TIPS N
+ 1.01 PO A I
treasas e
10l AT I YT YT YT YW +
+
0.5
0.5 1
DO+ 0.0 T
0 5 10 15 20 25 0 35 0 5 10 15 20 25 30 35
c) d)

11 up,=1/n

12upy=1-1/n [N
13u,=1+E0
14 up=1+1/n [N

ISEL-IPL
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2. Associe as representacdes aos termos gerais

das sucessoes: 21 up=2+1/n
22 yy=2+4 (-yyn

150
n =)
23 up=2(~1)"+ 5 -
0.50 0.00 050 1.00 150 2.00 25
— i = 24 Uup=2-1/n [
a) 25 up=2(=1)"+1/n
0 E‘Lﬂ IPD 0.00 1.00 EL&_ EX
I = oo
b) +-1.50
- 1.50
0.00 U.ISCI 1.00 1 ISu 2.00 %u
O™ T * T _lj_ *
C) +-1.50
150
0.00 1] ISu 1.00 150 le.lu_._ 2 ?u 3.\}0
T t t t = ¥ ¥
d) L.
150
-3.100 _-i.lﬁu 1.00 0.00 1.00 2& 3.00
¥ — t I} t = t
Pressione as figuras para ver as animagoes...
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3. Seja V,, o numero de viaturas que atravessam
a ponte Vasco da Gama no més n, sendo n=1
0 més de Janeiro de 2000. Em termos de
viaturas, o que representa cada uma das

expressoes:
a) Vg
b) Vn - Vn—1
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4. Sabemos que u, = nN? + 5 é um infinitamente
grande portanto
VL>0,3peN: n>p ["?+5|> L
Determine o valor de p no caso em que L=100,
L=1000, L=1 e no caso geral em que L € um
numero real qualquer.
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5. Determine a ordem a partir da qual a sucessao

a, = ——— é inferior a 3 milésimas.
"T o+ 3
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6. Mostre, por definigdo, que sao infinitésimos as
sucessoes de termo geral

—2

a) Up

T m+4
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e) Up=vm+1-vn?
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7. Mostre, por definigdo, quais os limites das
sucessoes:
2n

a) Un:

n+3
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8. O leite de bebé contém bactérias cuja
quantidade duplica ao fim de meia hora a
temperatura ambiente e ao fim de 10 horas no
frigorifico.2 Suponha que B, € a quantidade
inicial de bactérias. Escreva uma expressao
para
a) A, o niumero de bactérias ao fim de n horas

em que o leite foi mantido a temperatura
ambiente.

b) F, o nimero de bactérias ao fim de n horas
em que o leite foi mantido no frigorifico.

a*lverson, C. e Forsythe, F. “Baby Food Could Trigger Meningitis”

c) Quantas hora
vezes mais be
temperatura a
no frigorifico?
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Teoremas




09 Teoremas

Teorema da unicidade do limite

Uma sucessao (Un) ey
nao pode tender para dois limites diferentes,

ou seja,

se limu, = aelimu, = bentdo a = b.
n n

Capitulo 03: Sucessoes pag.71/146

Propriedades algébricas dos limites finitos

Se (Un)pen © (Vn) ey 80 duas sucessoes
convergentes, entjo temos que

—

im (up + vp) = limup + limvp;
n n n
2. lim(Aup) = NMimu,, X € R;
n n
3. lim (up.vp) = limu, x limvp;
n n n

limu
Un n n

4. lim <—> = “ann, Illrvnvn#O, Vo #0Vn eN;

n \ Vp

. : p
5 I|,r7n(u,,)p — (I|,r7nu,,) , pPEN;

6. Iirrp\P/u_n = Ii’r7nu,,, peN.
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Teorema

» Uma sucessao monoédtona e limitada

Sucessio ‘
:

» Uma sucessao monétona e ndo limitada

Linute firato Lirate wfiruto Sem linte

DConfirmei no livro as minhas respostas.

Indique exemplos dos 3 tipos de sucessoes:
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José Anastacio da Cunha

(1744—1787) Portugués

J. A. da Cunha teve ascendéncia humilde, foi
educado num Convento onde aprendeu
Gramatica, Retérica e Logica. Quanto a Fisica e
Matematica foi autodidacta.

Em 1777 foi acusado pela Inquisicao, de se ter
relacionado com camaradas militares
protestantes ingleses, de ter lido Voltaire,
Rousseau, Hobbes e outros autores que
defendiam o deismo, indiferentismo e
tolerantismo e de ter emprestado a uma sua
discipula livros que estavam impregnados de
“filosofismo”.
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Foi acusado de comer carne em dias proibidos,
de manter em sua casa uma manceba, de
assistir com pouca reveréncia na igreja e de
dispensar os preceitos da mesma. Foi
condenado a recluséo por 3 anos na Casa das
Necess. da Cong. do Oratério de Lx, seguindo
de 4 anos de degredo para Evora e ficou ainda
interdito de entrar em Coimbra e em Valenca.

A sua obra mais relevante os Principios
Matemathicos revela uma criatividade
assinalavel e os seus grandes conhecimentos.
Aqui ele reformula a Geometria de Euclides.
Cunha tera precedido Cauchy na
apresentacao clara da nocao de infinito e de
infinitésimo. Infelizmente ndo se conhece o seu
manuscrito intitulado Sobre o infinito matematico,
que nao chegou a ser publicado e se perdeu. No
que se refere a teoria das séries, precede os
trabalhos de Cauchy e Bolzano. O principio geral
da convergéncia das séries numéricas é tomado
pela primeira vez como questao fundamental e
enunciado rigorosamente.?

dhttp://www.instituto-camoes.pt/cvc/ciencia/p7.html



http://www.instituto-camoes.pt/cvc/ciencia/p7.html
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Definicao de sucessao de Cauchy Teorema de Cauchy

(Cunha-Cauchy)

Uma sucesséo é de Cauchy se e s6 se €
Sucessao de Cauchy (Cunha-Cauchy) é uma convergente.
sucessao (un),y que verifica a seguinte
propriedade

Vo>0 3peN nk>p=|u,— Ul <é.

Ou seja, a partir de certa ordem os termos desta
sucessao estao tao préximos uns dos outros
quanto quisermos.
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A sucessao

Definicao de subsucessao

Subsucessao de uma sucessao dada é uma
sucessao que se obtém da primeira suprimindo
um nudmero finito ou infinito de termos e
mantendo a ordem dos termos restantes,

ou seja,

dada uma sucessao (Un),cy, @ SUCESSA0 (Vi) ey
€ uma subsucessao de (uy),.y Se se verificar

Vn = Uy,(n), Para todo o n,

com
vo: N - N
n — ¢(n)

estritamente crescente.
Ao limite de uma subsucessao chama-se
sublimite.
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Teorema

Qualquer subsucessao de uma sucessao
convergente € convergente para 0 mesmo limite,

ou seja,

uma sucessao com dois sublimites diferentes

[ convergente.

|:|Confirmei no livro as minhas respostas.
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Este Teorema
num forma sir
uma sucessa
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1. Considgre as Seguintes SUCGS.SGGS com a Mostre, rigorosamente, que as sucessoes
respectiva representacao gréfica. anteriores nio tém limite.
3n(—1)"
4 31
n+2

+ e v
PP PR S
et t

204

* 8
a2 S
L
3.0 4 LR

4.0

(cos(nm)+5)n
2n+ 1

b)

3.5

3.0 4
PRI I 3 I 2K 3w
N

254

204 “”,,.....000
+
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Teorema das sucessoes enquadradas 1. Usando o teorema das sucessoes

~ enquadradas, calcule:
Dadas 3 sucessoes (Un) ey > (Vi) nen © (Wn) pen sin(r) + 5
tais que a) lim————

Un < Vp < Wy

para todo o n (ou a partir de uma certa ordem p),
se up, e wy, tendem para um mesmo numero a,
entao v, também tende para a.
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b) lim—
n

v/n+ cos(n)
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Teorema

Seja (up) .y UMa sucessdo de termos positivos
eo € RU{—o0,+00}.

. . u
lim u,=oc sse lim ( ”+1) =0

n—+-o00 n—-+o00

Un

Capitulo 03: Sucessoes

1. Escreva os 5 primeiros termos de u, = v'n+ 3.
E ébvio qual € o seu limite?
Determine-o usando o teorema.
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2. Calcule: b) lim ((2n+3)!n)r

a) lim v/n! ortes
n—-+oo
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O numero de Neper
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John Neper
(1550—1617) Escocés

Foi um matematico amador!

Um Nobre escocés entregue aos cuidados do
seu castelo.

Fez projectos de maquinas bélicas para conter a
invasao de Felipe Il de Espanha (um espelho
metalico que, através da incidéncia de raios
solares, consegue incendiar navios a grande
distancia e também um carro armado movel).
Realizou um trabalho sobre logaritmos que
demorou cerca de 20 anos.

ISEL-IPL


http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/neper/index.htm
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O numero de Neper pode ser encontrado em
muitas situacoes reais... vejamos um caso em que
se utilizam taxas de juro....

Uma conta comeg¢a com 1 com uma taxa de 100%
ao ano.
Se o juro é creditado uma vez por ano, no fim de

umano tem-se[ |

Mas se a taxa for calculada e adicionada duas
vezes por ano (50% de cada vez),o0 1 é
multiplicado por 1+0.5 duas vezes, ou seja,
obtém-se 1 x (1+0.5)%2 =1 x (1 + 1)?=2.25.

Calculando quatro vezes por ano, obtém-se

[ Fe4414

Calculando mensalmente, obtém-se

[ 12.613035.

Capitulo 03: Sucessoes

Bernoulli reparou que esta sucesséao tende para
um limite para mais e mais pequenos intervalos.
Calculando semanalmente obtém-se 2.692597...,
enquanto que calculando diariamente obtém-se
2.714567... apenas mais 2 céntimos. Usando n
como o nimero de intervalos para calculare 1 a
taxa a utilizar em cada intervalo, o limite para n
grande € o numero que ficou conhecido como

O numero de Neper

e

...com calculo continuo, o valor na conta vai
chegar a 2.7182818....

Mais geralmente, uma conta que comega com 1, e
se obtém 1 + R euros com uma taxa aplicada uma
Unica vez, obter-se-a e com célculo continuo.




O numero de Neper: e

... talvez o nim
matematica...

10 O numero de Neper

n
) - e = 2,71828...
n

ero mais interessante da analise

veremos mais a frente porqué...

- =~ 49.85/146
Capitulo 03: Sucessoes pRO=SS/

Teorema

Seja u, uma sucessao que, em moddulo, tende
para infinito e a, uma sucessao que tende para

a, entao
Un
. a
lim(1+") =é2
n Un

ont3\ ™
n+1
n2

1. Mentalmente, Ii,r7n 1+
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n n
2. Calcule lim (—) =
n \n+




11 Indeterminacoes

f = 49.87/146
Capitulo 03: Sucessdes e

Indeterminacoes
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Por exemplo, se temos a soma de duas sucessoes
ambas a tender para infinito, que se representa

por [+oo + oo}, 0 resultado é +oc.
No entanto, se tivermos [-+oc — oo|, 0 resultado

pode ser +oo, —oo ou qualquer namero real.

Vejamos:
w-n—[___ ]
n—nm —| |
n—n—|

n—(n+3)—|__ |

+ootoo = [ 0 x 0 — [
—co—oc — [ oo * oo — [
+oo—oco =[N 0Xxoo —
00— K <0 = « < R.
0—0 =[] Kxoo — I k < R\O.
0+oc = [N 2,<0 — I 2, limitada.
anxoo = [ 2, limitada.

|:|Confirmei no livro as minhas respostas.
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1
(0. ¢}
0

1

ol

ol o

(0.@)

oy

8183

|:|Confirmei no
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Indeterminacoes

0 o
0 oo 0x o0, co—o0, 1°, 0° oo
00

Para cada uma das indeterminag¢des encontre,
como vimos no exemplo anterior, sucessdes que
fazem com que esta indeterminacao tenda para
valores diferentes.




11 Indeterminacoes

Capitulo 03: Sucessodes Pag.90/146
Outra forma que ajuda a perceber porque € que Quanto a
sdo indeterminacdes 0s casos: 0°
12 00 o0 repare que com uma pequena variacao no 0 (do
) )
expoente),
(Atencao: isto ndo é uma demonstragao rigorosa- para valores ligeiramente superiores a 0 ou
serve apenas para solidificar a compreensao por ligeiramente inferires a 0,
via da intuigéo.) o resultado se altera muito...

()" = {5 — I
(f5) " = V10 — [

Quanto a
100
repare que com uma pequena variagao no 1, Quanto a
para valores ligeiramente superiores a 1 ou o500
ligeiramente inferires a 1, o
o resultado se altera muito... repare que com uma pequena variagao no 0,
( 1 )n | para valores ligeiramente superiores a 0 ou
10 ligeiramente inferires a 0,
(1) — -
[ o resultado se altera muito...

s — Y/ — ]
1
I —————— |

ISEL-IPL UIED-FCT-UNL




12 Mapa Conceptual

P ~ 4g.91/146
Capitulo 03: Sucessoes PRg-=t

Mapa Conceptual
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Capitulo 03: Sucessoes
Construa um mapa conceptual deste capitulo. (Usando as ferramentas de edigéo e o Instantaneo do Adobe Reader)
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(continuacao)
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(continuacao)
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Daqui em diante, sempre que lhe parecer Util,

utilize uma folha de calculo

para fazer previsdes e/ou confirmar os resultados.
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1.* Calcule analiticamente os limites das seguintes n? n?
sucessoes.

(n+2)"

) T

o) on—1 2n+1
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) n? + cos(n)
NGEN: d) (n+1)

SI=
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1

e)

vn+2—+/n+1 f) ((n+ 1))
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23N + 1
) SR vl + e2n
5v/nl — en

(g h)
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2.* Considere a sucesséao definida por recorréncia

a; =1
an-1— 1
an:%, Vn>1

a) Note que cada termo € a média entre -1 e
o termo anterior.

Capitulo 03: Sucessoes

b) Calcule 8 termos da sucessao e faca o esboco
de uma representacao grafica deles.

c) Qual Ihe parece ser o limite da sucessao?

Vamos prova-lo rigorosamente...
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d) Mostre, por indugao, que a, > —1, vn € N. e) Estude a sucessdo quanto & monotonia.
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f) Esta sucessao € limitada?

g) Pode garantir a existéncia de limite?
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h) Qual é o limite da sucessao?




13 Para praticar...2
Capitulo 03: Sucessbes

pag.106/146

3. Calcule mentalmente:

o
a) Im or=
. 127
o) M, o=
c) lim 0.99% =
k—+o00
d) lim 1.01" =

n—-+00
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e) HE)TOO sin(n) =

f) lim eP=
p——+00

Vi 2n+1
9 n—+ocd — 50
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n—+o00 n4

. n(n—1)(n-2)(n-3)
K N T 2)(n<3)

N im n(n—1)(n—2)...(n—p)=
n>too (N+1)(n+2)...(n+ Q)

p,qeN
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4. Associe a sucessao ao seu comportamento
quando n — +oo.

a) Uup=n(n+1)—1 1N
1

D) tn =
O Up=1-r° [
d) up = cos (:—7> [I—
e) up= """

| Diverge para —oo.
Il Diverge para +oc.
Il Converge para 1.
IV Converge para 0 por valores positivos.
V Converge para 0 por valores positivos e
negativos.

pag.109/146




13 Para praticar...2

pag.110/146

Capitulo 03: Sucessoes

5. Calcule, apresentando os célculos:

a) lim {1+
n—+o00 n
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c) lim (2" +1)a

n—-+4oo
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d) lim /(n+ 1) —n!

n—-o00
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. Rt
=l (1 + ?)
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g) lim (1 + %)nz, aeN

n——+-oo
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6. Calcule, apresentando uma cuidadosa
justificagao:
a) lim cos(nm)
n—-+o0
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b) lim (=1)"+1

n—-o00
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.1 -
c) lim °

n—+oo1 + @—2n
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f) lim (3" + 47"

n—-+4oo
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7. Algumas destas sucessdes convergem mais
rapidamente que outras. Use uma Folha de
Calculo 's para determinar para cada uma o
menor valor de n de modo que o0 n-ésimo
termo difira do limite menos de 0.001.

Qual a que tem uma convergéncia mais
rapida?
E mais lenta?

[ ]

[ ]

[ 1

[ 1

e) — [ ]
[ ]

[ 1]

[ 1




13 Para praticar...2
Capitulo 03: Sucessbes

pag.124/146

8. Sendo

2 10" se n< 100
e se n>100

1
n

entao lim a, =
Jim a, =[]
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9. A sucessao de Fibonacci é definida

. a) Calcule a3, as. as, ..., aio.
recursivamente por ) 3,d4,ds, ..., d10

ant2 = ap+1 + an,

com

a=a=1.
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i 5 — 8Gni1
b) Defina a sucessao (fn)nen POF fn = 5. c) Suponha que r, — L, e encontre L.

Sugestéo: Mostre que r, = 1 + -

Calcule ry, ro, ..., I6.
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Capitulo 03: Sucessoes

10. Considere o grafico dos primeiros termos da
sucessao up = 1+ %

b) Mostre-o por definicéo.

150
051,00 —=__°
+0.50
000 6.0 12,00 18,00 24,0
' ' 1 En=2000

a) Esta sucessao parece-lhe convergente?
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11. Seja a, uma sucessao crescente tal que
1<a,<3.

Justifiqgue que a, tem limite.

O que pode concluir acerca desse limite?
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12. Seja a, uma sucessao monaotona tal que
an < 1. Discuta a convergéncia de a,.

Se a, convergir, 0 que pode concluir acerca
desse limite?
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13. Indique exemplos de sucessoes verificando as
condicdes, ou explique porque nao existem.
a) Uma sucessao monétona crescente com
limite 10.

b) Uma sucessao monétona crescente e
limitada que n&o converge.

c) Uma sucessao que converge para g

d) Uma sucesséao nao limitada que converge
para 100.
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EREIVALL

Capitulo 03: Sucessoes

14. Considere a sucessao de termo geral

t n

onde / é o montante inicial, S, é o saldo ao fim
de nmeses e t € a taxa de juro anual.
a) A sucessao é convergente? Justifique.

b) Usando uma Folha de Calculo 's calcule o
saldo em cada més do 1° ano, supondo que
I =9000 e t = 0.055.

c) Calcule o saldo ao fim de 10 anos
(considere o caso da alinea anterior).
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15. Suponha que em cada ano a inflagéo retira 5%
do valor de um euro. Seja a, o valor do euro
ao fim de n anos de inflacao.

a) Indique uma expressao para a.

b) Determine ay.

c) Qualo lim a,.
n——+o00
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16. Suponhamos que tem que decidir entre
comprar um carro novo ou um carro com dois
anos, do mesmo modelo. Adoptando como
critério de escolha o que corresponde ao
menor custo depois da venda ao fim de 3 anos
(contando com o valor recuperado com a
venda). O custo consiste em duas partes: a
desvalorizacao do carro e a manutencao
mecanica. O carro novo custa 20 000 e a
desvalorizacao anual é de 12%. A
manutengdo mecanica custa 400 no primeiro
ano e aumenta 18 % nos anos subsequentes.

b) Determine os 3 primeiros termos da sucessao
mp,, 0 custo em mecanica, em euros, de um
carro novo no ano n. Determine a formula de
mp.

c) Determine o custo total de ter um carro novo
por 3 anos.

a) No caso do carro novo, determine os 3
primeiros termos da sucessao d, que
indica a desvalorizacdo em euros no ano n.
Determine a expressao de d,.

d) Determine o custo total de ter um carro com 2
anos, por 3 anos. Qual deve comprar?
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17. As vendas anuais a, (em milhées de ddlares)
da Avon Products, Inc. de 1993 até 2002
estdo na seguinte tabela:

dn

3844

4267

4492

4814

5079

5213

5289

10 | 5683

11 | 5958

12 | 6171

onde n representa o ano, com n =3
correspondendo a 1993.
Fonte: 2002 Avon Products, Inc. Annual Report

O 0ONO Ol WS

a) Abra o ficheiro Avon-regress&o.wxm do
WXMaxima onde foi realizada uma
regressao linear dos dados da tabela.

b) Use o modelo para fazer uma previsdo das

vendas em 2010. e ffnoac‘ﬂe
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Notas

(Algumas péaginas em branco para utilizar como lhe aprouver... )
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