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Uma ideia que levou
mais de 2000 anos a compreender...
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A soma de infinitos numeros positivos
é finita ou infinita?

uma quantidade (positiva) mais outra, mais outra, mais outra....mais...mais..., infinitas vezes da:

sempre infinita
sempre finita
as vezes finita outras infinita
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Pois é...

todos temos a nogao intuitiva de que se ndo paramos de adicionar, de acrescentar quantidades (positivas),
inevitavelmente iremos parar a infinito...

... € uma nocao errada que levou, pelo menos, 23 séculos a compreender...

no século V a.C. Zenao compreendeu que essa ideia levava a contradi¢coes, a paradoxos...

...mas essa ideia so6 foi, de facto, compreendida no século XVIIl com a criacao da analise matematica e, em
particular, da teoria das séries ...
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(~ 490 a.C. -- =~ 425 a.C.) Grego

Zenao de Eleia foi um filé6sofo famoso por criar
paradoxos que desafiaram a visao dos
matematicos sobre o mundo real durante séculos.

Foi discipulo de Parmenides e estudou com ele na
escola de Eleia, uma das principais escolas
pré-socraticas de filosofia grega. Foi
contemporaneo de Platdo com quem se encontrou
em Atenas cerca de 450 a.C.

Introduziu, com os seus paradoxos, o0 método de
prova por reducdo ao absurdo.



http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Zeno_of_Elea.html 
http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Zeno_of_Elea.html
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Paradoxo de Zenao
(Paradoxo da dicotomia do Movimento)
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Para percorrer o caminho, que é de 1 m,
entre a parede do lado esquerdo e a do lado direito...
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Havera um momento em que se passara a meio,
faltando percorrer a outra metade...
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Pensando na distancia que falta percorrer, havera um momento em que se passara a meio,
tendo percorrido ja % + % da distancia total e faltando percorrer o resto...
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Pensando na distancia que falta percorrer, havera um momento em que se passara a meio,
tendo percorrido ja % + ]—1 + % da distancia total e faltando percorrer o resto...
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Pensando na distancia que falta percorrer, havera um momento em que se passara a meio,
tendo percorrido ja § + 1 + & + 7 da distancia total e faltando percorrer o resto...
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Pensando na distancia que falta percorrer, havera um momento em que se passara a meio,
tendo percorrido ja § + ; + § + 15 + 35 da distancia total e faltando percorrer o resto...
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Pensando na distancia que falta percorrer, havera um momento em que se passara a meio,
tendo percorrido ja § + ; + § + 15 + 35 + 54 da distancia total e faltando percorrer o resto...
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E assim ad aeternum...

01 Introducao
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Paradoxo de Zenéo:
(descrito por Aristoteles e traduzido por [Heath])

There is no motion because that which is moved must arrive at the middle (of its course) before it
arrives at the end. (And of course it must tranverse the half of the half before it reaches the middle,
and so on ad infinitum.)
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A base deste paradoxo é de que, como

1T 1 1
=tagtag T
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| =

_|_

I

_|_

N —

€ uma adicao infinita
e portanto o seu resultado € infinito (de acordo com a crenca na época)

entdo nunca se alcanga a outra parede, o que, todos sabemos da experiéncia diaria,
nao é verdadeiro!

Era esta a contradicao, o paradoxo, de Zenao!
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2 4 8 16 32 64
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Compreendemos felizmente, hoje em dia, que esta adicao infinita
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2 4 8 16 32 64
ndo tem soma infinita, mas sim finita e igual a 1!!!

Esta soma nunca ultrapassa o valor 1
(€ evidente pela forma como foi construida),
nao ha nenhum namero entre ela e 1
(esta tdo perto quanto se quiser de 1)
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A soma de infinitos numeros pode ser finita!!!
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Mas sera sempre finita?
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Pense nas séries:

400

> n=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+...
n=1
400
DA=14+1+14+1+ 141+ 141+ 141414
n=1

Serao finitas?
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Pois é...

A soma de infinitos numeros positivos pode ser finita, infinita...

E é disso que nos vamos ocupar neste capitulo...
Dada uma série, conseguir afirmar se a sua soma ¢ finta
(se a série é convergente) ou nao!
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As aplicagdes das séries sao infinitas:

Na Economia:

» Uma descida de impostos, se a populagdo poupar uma parte e gastar outra parte, que volta a entrar na
economia e a produzir riqueza e assim sucessivamente traduz-se num valor de riqueza muito superior
ao proporcionado pela descida de impostos. Este valor é obtido utilizando séries...

Na Medicina:

» Quando se toma um medicamento, uma parte é eliminada mas outra mantém-se no organismo. Se o
tomarmos durante muito tempo seguido, descobrir 0 valor que se mantém no organismo com um certo
valor de toma diaria, € um problema que se resolve utilizando séries...

Na Mdusica:
» Os harmonicos estao relacionadas com a série harmonica...
Na Fisica:

» Quando um bola cai no chao, e volta a saltar, e volta a cair, e assim indefinidamente, a distancia total
percorrida pela bola é dada por uma série....

mas, mais importante que estas aplicagoes,
sdo as aplicacoes das séries de funcoes
(uma generalizagdo das séries numéricas)
que estudaremos mais a frente...
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No final deste capitulo deve:

calcular a soma de séries geométricas e de Mengoli;

calcular, com o auxilio do computador, algumas somas
parciais de uma série;

verificar se é adequado e, nesse caso, utilizar tabelas
para obter valores aproximados da soma de uma série;

utilizar as séries de referéncia;

para alguns tipos de séries, obter majoracdes para restos
dessas séries;

encontrar exemplos dos varios tipos de séries;

intuir quanto a convergéncia ou divergéncia de séries
(simples);

escolher um critério adequado para estudar a natureza
de uma série;

estudar séries quanto a convergéncia absoluta;
resolver problemas utilizando séries.

Competéncias globais

Também deve:

escrever e verbalizar os seu pensamentos
de uma forma clara, concisa e organizada;

justificar os raciocinios;

compreender e utilizar a linguagem
matematica;

utilizar programas computacionais como
ferramenta de apoio ao estudo;

formular hipéteses; interpretar, prever e
criticar resultados no contexto do
problema;

fazer raciocinios demonstrativos, usando
métodos adequados (nestes, incluem-se o
método de reducdo ao absurdo, o método
de inducao matematica e a utilizacao de
contra-exemplos);

ser auténomo na auto-avaliagéo e, se
necessario, na procura de elementos
complementares de estudo.
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» Para responder as perguntas ou fazer anotagdes, pode
utilizar qualquer ferramenta do Adobe Reader:?2

Gravacgao audio
Caixa de texto
Sublinhar
Realgar
Chamada
Nuvem

> LépIS

> ...

v

v

\4

v

v

\4

» As figuras e textos sobre matematicos foram retirados da
web, para aceder a pagina original basta clicar na figura.

4Se nao domina adequadamente o Adobe Reader, veja o tutorial em



http://help.adobe.com/en_US/Reader/9.0/index.html
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Analisemos a série do Paradoxo de Zenao...

im |
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2 4 8 16326

LRI S IO
2 4 8 16 32 64

pode escrever-se como
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Analisemos a série do Paradoxo de Zenao...
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pode escrever-se como
i 11 111 1111 11111

1
= —+ =X+ =X=X=F =X=X=X—+ =X=X=X
+ 5X5F 5X5X5t -~

2T 2 2T 27575 %5o T 275" %o T

pag.26,/190




02 Definicoes

Capitulo 04: Séries Numéricas

Analisemos a série do Paradoxo de Zenao...
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2 4 8 16 32 64

pode escrever-se como
i 11 111 1111 11111

1
— 27 2%X3" 2X2%2t 2%2%2%2 T 2%2%2%2%2

I I I
2 22 23 o4 " 25

de uma forma compacta, pode-se escrever
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Analisemos a série do Paradoxo de Zenao...
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pode escrever-se como

><1+‘I_><111111‘I111
2 2
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—§+§+§+?+§+...

de uma forma compacta, pode-se escrever

>
2o
n=1

pag.26,/190

Seja (an)nen UMa sucessdo de numeros reais,

at+a +as+..

€ uma série que se representa por
o0
D an
n=1

ai, a, as, ... Sao os termos da série.
an é o termo geral da série.
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...ainda com a série do paradoxo: Qual a representacdao geométrica desta sucessao
no diagrama?

m =| Qual o limite de S,?
1 g [ WA o i |
2 4 8 16326

Como podemos relacionar a sucessao S, com o
facto da série ter soma 1?

=1
> 5
k=1
Pensemos agora na sucessao:
1
Si=Yd=1
n=1

2

1 1 1

S2= ) wn=3t3
n=1

w

1 1 1 1

Ss=2 m=z2tzts

n=1

4 1 1 1 1 1
Se=2 w=ztztgte

n=1

> 1 1 1 1 1 1
Ss=> m=3tzTgtietm

=
I
N
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...ainda com a série do paradoxo: Qual a representacdao geométrica desta sucessao
no diagrama?

L] Qual o limite de S,?
i g T 1 T
2 4 8 16326
Como podemos relacionar a sucessao S, com o
facto da série ter soma 1?
< ... a sucessao S, da a soma dos termos da
— sucessao a, = - até ao n-ésimo termo...
2k 2
k=1 n
Pensemos agora na sucessio: S, = Z lk
2
k=1

1

1 1

Si=2 w=>2
n=1

2

1 1 1

S2= ) wn=3t3
n=1

w

1 1 1 1

Ss=2 m=z2tzts

n=1

4 1 1 1 1 1
Se=2 w=ztztgte

n=1

> 1 1 1 1 1 1
Ss=2 m=2tztgtistm

=
I
N




02 Definicoes

Capitulo 04: Séries Numéricas Pag.27/190
...ainda com a série do paradoxo: Qual a representacdao geométrica desta sucessao
no diagrama?
L] Qual o limite de S,?
i g T 10 31|
2 4 8 16326
Como podemos relacionar a sucessao S, com o
facto da série ter soma 1?
< ... a sucessao S, da a soma dos termos da
Z oF sucesséo a, = 2l até ao n-ésimo termo...
k=1
1
Pensemos agora na sucessao: _ L
! 1 ° 1 Sn - ; 2k
n=1
2 quando n tende para infinito ...
S= L h=i+]
n=1 400 1 n
3 .
— = lim — = lim §,=1
S— S Lh—l+l+l oF =AM Dz = im S
n=1 k=1 k=1
4 1 1 1 1 1
St=Lm=ztatstie
n—=
> 1 1 1 1 1 1
S5 = Z1§:§+Z+8+16+32
n=
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Mais formalmente podemos definir série como

Convergéncia

Dada a série _ o o
Designamos por série numérica o par formado

T por uma sucessao (ax)ken de numeros reais e
Z ak pela sucesséo
k=1

Si=a !

1 — S .
= ax, neN.
82 =a; + a n kz:; )

Ss=a)+a + a3

Em vez de representar uma série usando o par
das sucessoOes que a constituem, usam-se

correntemente as notagées > ax ou > a.
k=1

Sh=ar+a+a+---+ap1+an

(Sh),en € a sucessao das somas parciais.

Se o limite de (Sp),n € Um ndmero real S,
a série diz-se convergente?
(0.)

e a soma da série ) ax € S.
k=1

Se o limite de (Sj),,n N80 € um ndmero real
(ndo existe ou é infinito),
a série diz-se divergente® (e nao tem soma).

4ou de natureza convergente
bou de natureza divergente
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Nota:
Repare que existem duas sucessdes envolvidas
na definicdo de uma série

+o0o

>

k=1
e que sao muitas vezes erroneamente
confundidas...

A sucessao dos termos da série:
an
(dos numeros a serem somados)

e a sucessao das somas parciais:

n
Sn = Z ag
k=1

(da soma dos n primeiros numeros da série)

pag.29,/190
Por exemplo, a série

> (2

tem associadas duas sucessoes:

com limite X

1 1 1 1+1+1 1+1+1+1
14 8 2 4 8 16

. 31 .
ouseja, =, —, =+, —,...que é a

com limite
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1. Complete:

Uma série é convergente se a sua

for convergente.

Capitulo 04: Séries Numéricas

2. Apenas com o objectivo de ganhar intuicéao,
escreva por extenso a adicao de alguns termos
das seguintes séries. Diga se lhe parece que
essas séries sdo convergentes ou divergentes.

a) ioj n
n=1




d) fj (%)" (lembre-se do paradoxo de Zenao)

—_

18
al~

]
=

M8
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€ SV G ENESRRE d?S somas parcigis 2ClE 4. Escreva a sucessdo das somas parciais e diga
52 EIEIEED O el gl e se é convergente ou divergente a série
Py n
107 >_(=1)
n=1 —

Neste caso, ao contrario de muitos outros, consegue determinar a
soma da série. Mais, este caso, torna evidente que as séries
convergentes nos proporcionam uma nova forma de escrever os
ndmeros reais...
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5. Apenas com o objectivo de ganhar intuicéo... = /1)
Para cada uma das seguintes séries, use uma a) Z 5
Folha de Célculo's para encontrar muitos n=1

termos das suas sucessdes das somas
parciais (transcreva para aqui 0s
graficos/tabelas que utilizar). Diga se Ihe
parece que sao convergentes, ou divergentes.
Quando fizer sentido diga qual Ihe parece ser
a sua soma...

... abra o ficheiro somaparcial.xis...
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Teoremas
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Teorema 1. Considere as séries

A natureza de uma série ndo depende do valor I 4 too 4
dos seus p primeiro§ t'ermos, qualquer que seja Z on 2 Z on’
p € N. A soma da série depende. n=1 n=3

Estude-as quanto a natureza e soma.




03 Teoremas

Capitulo 04: Séries Numéricas : pag.38/190
Teorema Teorema
(@) (0.0) ~ L. . .
Se Y ape > by séo séries convergentes Se existir k € Ny tal que
n=1 n=1
com soma A e B, respectivamente, entao anik = bn
i(a + by) para todo ona partlr de certa ordem, entao as
n n
1 séries Z a,e Z b, sdo da mesma natureza.
n=1 n=1
e
Z Aan (AER) 2. Explique, por palavras suas, o teorema
anterior.

sao convergentes e tém soma A + B e \A,
respectivamente.
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3. Verifi a ' :
ifique que nao faz sentido que: 4. Use os teoremas anteriores para mostrar que:

(Z an> (Z bn> = anb, a) Como a série i % = 1 entéo i % = 3.
n=1 n=1 n=1 n—=

n=1

1
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e 1, .
b) Como a série ) 5n € convergente ent&o

n=1
o0

3 também é t
> 5nra também é convergente.
n=10

Capitulo 04: Séries Numéricas pag.40/190

oo
c) Como a série > n—'° é convergente entéo
=1
w n Ve Ve
> [5(n+2)71%+ n~1% também é
n=10
convergente.
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Series Geomeétricas, de Mengoli e de
Dirichlet
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Efeito multiplicador na economia

Suponha que o governo decide baixar os impostos
em 8 milhdes de euros.

Suponha que cada pessoa gasta 95% da receita
extraordnaria e guarda o resto.

Estime o efeito total da descida dos impostos na
actividade econdémica.

Vamos utilizar como unidade os milhdes de euros.

Qual o valor de receita extraordinaria no instante
inicial ?

Qual o valor que se obtera devido a que cada
pessoa gasta 95% da sua receita extraordinaria?

Esse valor vai voltar a circular e as pessoas
voltardo a gastar 95% dele, ou seja:
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Mais uma vez, esse valor vai voltar a circular e as
pessoas voltardo a gastar 95% dele, ou seja:

De novo, esse valor vai voltar a circular e as
pessoas voltardao a gastar 90% dele, ou seja:

e assim sucessivamente...

Escreva uma série que represente a quantidade
total de receita extraordinaria criada pela descida
de impostos.

Utilize uma folha de célculo 's para obter uma
estimativa da soma da série em questéao.
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Vamos aprender em seguida como calcular esta soma rigorosamente...
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Vejamos como calcular a soma das séries
geomeétricas?:

o0
>
k=1
onde r € um numero real fixo, chamado razao.

A soma de uma série é das somas

parciais, portanto vamos comecar por determinar
as somas parciais.

4o termo série geométrica advém de Progressado geométrica, ou

seja, sucessao em que cada termo se obtém do anterior multiplicando
pela razéo r.

Seja S, a soma parcial até n de uma série
geométrica, ou seja,

Sn:

logo
rSn =

entao

Sn_rSn:

ou seja,

Sp(1—r)=

e portanto

UIED-FCT

pag.45,/190
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Assim, como a soma da série € o limite das somas
parciais,

(0.9)
S -
k=1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas
parciais,

o0 n
E rk = lim E e
n—-oo
k=1 k=1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
(09) n
k : k
r = lim r

n—-+o0o
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Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
o0 n
k : k
r = I|lim r
n—-+4oo
r—r"

= lim

(r#1)

n—+oo 1 —r
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Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
o0 n
k : k
r = I|lim r
> Jim >
k=1 k=1
n—-+4oo
r—r"
= lim r #1
Jim o (r#1)
r —Ilim r’
_ n—-+oo (*)
1—r
Ora, como
lim r" =

n—-+o00




04 Séries Geométricas, de Mengoli e de Dirichlet

pag.46,/190

Capitulo 04: Séries Numéricas

Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
o0 n
K : K
r = I|lim r
> Jim >
k=1 k=1
n—-+4oo
r—r"
= lim r #1
n—+oo 1 — r ( 7& )
r —Ilim r’
_ n—-+oo (*)
1—r
Ora, como
: n 0 se |rl <1
lim r" = - .
n—+o0 ndo existe se |r|>1 Vv r=-1
entao
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Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
o0 n
kK K
Sor = im 3 s
k=1 k=1
n—-+4oo
. r—r"
- nﬂToo 1 — r (r 7& 1)
r —Ilim r’
= (*)
Ora, como
: n 0 se |rl <1
lim r" = - .
n—+o0 ndo existe se |r|>1 Vv r=-1
entao
r—o r
i se |r| <1
(x) =

nao existe se |r|>1V r=-1

No caso r = 1, voltemos a analisar a série:

>
k=1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas No caso r = 1, voltemos a analisar a série:
parciais, oo
o0 n
K
S = lim SOk D1
n—-+o00 k=1
k=1 k=1
o0
n—-+4oo
k=1
r—r"
= lim r #1
n—+oo 1 — r ( 7& )
r —Ilim r’
_ n—-+oo (*)
1—r
Ora, como
: n 0 se |rl <1
lim r" = - .
n—+o0 ndo existe se |r|>1 Vv r=-1
entao
r—o r
= se |r| <1
=7 1=
(x) =
nao existe se |r|>1V r=-1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas No caso r = 1, voltemos a analisar a série:
parciais,

o0
o0 n 1k
E rk = lim E e Z
n—-+o00 k=1
k=1 k=1

n—-+o00
k=1
. r—r"
= lim (r#1) =14+ 141414 14+14+1+1+....

ns+o0 1 —r

r—Iimp. o r”

= (%)

1—r
Ora, como
: n 0 se |rl <1
lim r" = - .
n—+o0 ndo existe se |r|>1 Vv r=-1
entao
r—o r
i se |r| <1
(x) =

nao existe se |r|>1V r=-1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas No caso r = 1, voltemos a analisar a série:
parciais, oo
o0 n
K
S = lim SOk D1
n—-+o00 k=1
k=1 k=1
o0
n—-+4oo
k=1
) r—r"
= |im (r#1) =1+1+14+1+1+14+14+1+....
n—+oo 1 —r
r—limp o r” (%) = +00
i=0 que é, portanto,
Ora, como
: n 0 se |rl <1
lim r" = - .
n—+o0 ndo existe se |r|>1 Vv r=-1
entao
r—o r
= se |r| <1
=7 1=
(x) =
nao existe se |r|>1V r=-1
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Assim, como a soma da série € o limite das somas

parciais,
o0 n
k : k
r = I|lim r
> Jim >
k=1 k=1
n—-+4oo
. r—r"
= lim
ns+o0 1 —r
r—limp o r”
. 1—r
Ora, como
: n 0 se
lim r" = - .
N——+o0 nao existe se
entao
r-o r se
1—r 1-r
(x) =

nao existe se

(r#1)

Irf>1 Vv r=-1

rf>1Vv r=-1

No caso r = 1, voltemos a analisar a série:

>
k=1

=141+ 1+ T+ T+ +14H14

que é, portanto, divergente.

Resumindo...
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Série geométrica de razao r

(0.)
or"=r'+rP+rf+rf+...  (reR).

» Se |r| > 1 a série diverge.
» Se |r| < 1 a série converge e a sua soma €

Voltando ao problema do Efeito multiplicador na
economia...

tinhamos obtido uma série que representa a
quantidade total de receita extraordinaria criada
pela descida de impostos:

22 ()

que é igual a

82(100>

e, portanto, como r = 100 <1, asuasomaé
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Série geométrica de razao r

(0.)
or"=r'+rP+rf+rf+...  (reR).

» Se |r| > 1 a série diverge.
» Se |r| < 1 a série converge e a sua soma €

pag.47,/190

Voltando ao problema do Efeito multiplicador na
economia...

tinhamos obtido uma série que representa a
quantidade total de receita extraordinaria criada
pela descida de impostos:

22 ()

que é igual a

82(100>

e, portanto, como r = 100 < 1,asuasomaé

95

8x % =8x19 =152

100

Assim, a quantidade total de receita extraordinaria
criada pela descida de 8 milhdes de euros de
impostos é de 152 milhdes de euros!

Podem comecar a escrever cartas para a Assembleia da Republica...
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1. ldentifique as séries que sdo geométricas.
Para essas, calcule a soma (se existir).

a) i?’
n=1
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Q
NE
Q&
S
m
=

h) f: 6—3n+2

n=10

i
N
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Pietro Mengoli
(1626/7 -- 1686) Italiano

Pietro Mengoli - foi padre na Igreja de Santa
Maria Madalena em Bolonha.

Foi o primeiro a calcular somas de séries nao
geométricas, a enunciar o conceito geral de
convergéncia e divergéncia, e a mostrar que a
série harmonica é divergente.

pag.52/190



http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/MateOspetsuak/Inprimaketak/Mengoli.asp
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Historia/MateOspetsuak/Mengoli.asp
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Vamos estudar a série:
400
Z (an - an_|_2) .

Comecemos por estudar as somas parciais:
p
Sp =) (@ — any2)

n=1
=y — a3t —a@st+ta—a&+as—a+...a 3 —a-1+a2—3a+a-1— a1+ — apy2
=8y ta@-+at+as+---+a-3+a-2+a-1+ap

—daz — a4 — as — dg — ... —d8p-1 —8p— dpt1 — dpy2
=ay + a — ap+1 — Ap42
entao
im S,= Im ay+a —ap.1—a
portoo P T portoo ! 27 ap+ p+2
mas |lim a lim ap.o= Ilim a
potoo P p e P2 T 0 P
logo
+00
> (@n—ane)= lim S;=a;+a -2 lim a,
p n—-4-o00 n—-+o0
n=

generalizando...
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Série de Mengoli ou redutivel

o0

(an — an+k)
n=1

(k € N, apuma sucessio)

» Se lim a, ndo existir ou ndo for finito, a série
n—-+oo

diverge.
» Se lim a, =L € R entao a série converge e a
n—-+oo
sua soma €

o0

Z(an—a,,+k):a1+a2+---+ak—kL.

n=1
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1. Identifique as séries que sdo de Mengoli. Para < /4 1
T b - -
essas, calcule a soma (se existir). ) n§:1 ( R 3>

D)

=8
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(©.9]

c) > (sin(n) —sin(n — 3))

n=1

Capitulo 04: Séries Numéricas

d )

n=1

(

1 1

(n+12)5  (n+8)®

)
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Z(n 2(n 3)
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Teste
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1. Use uma folha de célculo s para criar uma tabela com alguns termos da sucess&o das somas parciais
de algumas das séries que se seguem. Qual parece ser a sua natureza?

IS AN S DR S DR DL S L L DD DI S S
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De facto:

série harmonica

—
1 1 1 1 1 1 1
ey Y oy on Zg > 277 ZW Zﬁ Zﬁ Zﬁ ZW---

1
1
n2

[\

pois. ..
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Dirichlet

Capitulo 04: Séries Numéricas

(1805 -- 1859) Alemao

pag.63/190

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet -
Lejeune Dirichlet’s family came from the Belgium
town of Richelet where Dirichlet’s grandfather lived.
This explains the origin of his name which comes
from "Le jeune de Richelet" meaning "Young from
Richelet".

His work on units in algebraic number theory
Vorlesungen Uber Zahlentheorie (published 1863)
contains important work on ideals. He also
proposed in 1837 the modern definition of a
function...



http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Dirichlet.html
http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Dirichlet.html
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Série de Dirichlet

001 1+1+1+1+1+
na_ 3a 5o

n=1

(o € R)

» Se a < 1 a série diverge.
» Se a > 1 a série converge.
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1. Volte a olhar para as tabelas com muitos 2. Vejamos que
termos da sucessao das somas parciais da
- - - 1 1 1
série harmonica e da série ), . Parece-lhe I > + 3 + i +..-=8
n=1

f m nver ra diverge? , ~
que, de facto, uma converge e a outra diverge (com s um ndmero real) ndo pode

acontecer. ..

A diviséao por 2 da

1,11, s
2 4 6 2
Subtraindo-as obtemos
1+ ! + 1 + ! TR
3 5 7 -2
Estas duas séries ndo podem valer ambas 3.

Porqué?

Consegue ter a certeza absoluta? Vamos
entdo prova-lo de forma rigorosa e rapida...
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Vejamos, de outra forma, que a série harmonica é
divergente ...

3. A série harmonica é

i1—1+1+1+1+1+1+1+
Z«p 27374576 7 7

Repare que

Conclusao?
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4. Identifique as séries de Dirichlet. Estude a sua
natureza. Quando fizer sentido, utilize uma
folha de calculo s para obter uma estimativa
da soma da série.

0
a) »
n=1

)
NE
x| =

>
Il
HN
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Teste
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Critérios de Convergéncia
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Consequéncia do critério geral de Cauchy 1. Indique um exemplo que mostre que o que
(CCGC) riscou, no critério anterior, era, de facto, falso!

Z an, converge = a, — 0,

ou seja,
Riscar o que néo interessa:

a, — 0= ) a, converge

ou seja,

an /— 0= Z a, diverge

Confirmei no livro as minhas respostas.
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2. Usando o critério anterior estude, se possivel,
a natureza das séries:

a) »
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3. Faga um diagrama de Venn (ou outro
esquema) onde relacione as séries
convergentes, as divergentes, as séries cujo
termo geral tende para 0 e as cujo termo geral
nao tende para 0.
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Critério de comparacao (CC) 1. Usando o critério anterior estude, se possivel,

a natureza das séries:

1
0<a,<hB, 2) Z n”+5 :
(a partir de certa ordem) Sug: Compare com a série de Dirichlet =
entao

Risque o que néo interessa:

Zan conv. = ZBn conv

Sa,dv = Y B, div
Y Bpconv = > a, conv
> Bydiv = > a, dv

Confirmei no livro as minhas respostas.
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Criterio de comparagao no limite (CCL) 1. Usando o CCL estude, se possivel, a natureza

an, b, >0 das serles:1
-
Ilmb_n_l a)zn2—5

Sug: Compare com a série de Dirichlet > #

» 0 </ < o0,

Z a, Conv < Z b, conv
» [ =0,
Z b, conv = Z a, conv
> apdiv=Y" b, div

» | =400,

> bydiv= )" a,div
Z a, conv = Z b, conv
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’
IO)2:n5—5 c) ), L

Sug: Compare com a série de Dirichlet > #

4743
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4 n+2
d) Zn5_3n_2 e) 2—
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D’Alembert
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(1717 -- 1783) Francés
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Jean d’Alembert was the illegitimate son from one
of Mme de Tencin ’amorous liaisons’. His father,
Louis-Camus Destouches, was out of the country
at the time of d’Alembert’s birth and his mother left
the newly born child on the steps of the church of
St Jean Le Rond. The child was quickly found and
taken to a home for homeless children. He was
baptised Jean Le Rond, named after the church on
whose steps he had been found. Later on he
changed his name.

D’Alembert was a a French mathematician who
was a pioneer in the study of differential equations
and their use of in physics. He studied the
equilibrium and motion of fluids.



http://www.gap-system.org/~history/Biographies/D'Alembert.html 
http://www.gap-system.org/~history/Biographies/D'Alembert.html
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Critério D’Alembert 1. Usando o critério D’Alembert estude, se

possivel, a natureza das séries:

en
a) ZH

an>0

<1 =) a,conv
an+1 2 "

lim = =1 nada se conclui
>1 = > a,div

n ap
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’
d)zm e)Ze_3”+5
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() 3x5x7
f X5 x7x..x(2n+1)
)Z(Zn)! 9 2 TXB5x9x . x(4n—3)
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(1789 -- 1857) Francés
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Augustin-Louis Cauchy pioneered the study of
analysis, both real and complex, and the theory of
permutation groups. He also researched in
convergence and divergence of infinite series,
differential equations, determinants, probability and
mathematical physics.

His collected works, Oeuvres complétes
d’Augustin Cauchy (1882-1970), were published in
27 volumes.

He was one of the greatest of modern
mathematicians.



http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians/Cauchy.html
http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians/Cauchy.html
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Critério de Cauchy 1. Usando o critério de Cauchy estude, se

possivel, a natureza das séries:

a) ) e

a,>0

<1 = > a,conv
limy/a,{ =1 nada se conclui
n A
>1 = Z an div

lembrando que

: . dni1
lim+/a, = lim
n VT a,

percebemos que este critério € igual ao
D’Alembert...
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b)z(%ﬁ)nw C)Z(n:1)n
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Leibniz
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(1646 -- 1716) Alemao

pag.96,/190

Gottfried Leibniz developed the present day
notation for the differential and integral calculus
though he never thought of the derivative as a limit.
His philosophy is also important and he invented
an early calculating machine.



http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians/Leibniz.html
http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians/Leibniz.html
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Critério de Leibniz 1. Usando o critério de Leibniz estude, se

possivel, a natureza das séries:

an>0

lima, =0 3 = 3 (-1)"a, conv a) Z(_1)n1
(@n),en decrescente

n?
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b) ) " cos(nm) n314(:7 0) 3 (1)
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2D n+2 e) Y (-1

(n+1)
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2. Pode-se mostrar que a série alternada

converge para .

a) Use o critério de Leibniz para mostrar que
a série converge.

b) Usando uma folha de célculo s faga o grafico
de algumas somas parciais e explique como &
que o grafico sugere a convergéncia da série.
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c) Aproxime m somando a série. d) Sabendo que o erro em usar

k
> (-1)"an, a,>0

n=0

400

para aproximar > (—1)"a, ndo € maior que
n=0

ax+1 (com a, um infinitésimo decrescente),

quantos termos € que temos que somar para
obter uma aproximagao de = com 6 casas
decimais correctas?
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Teste
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Convergéncia Absoluta
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Qual das desigualdades é verdadeira?
Risque o que nao interessa:

Y an <> al
Y an>) lan|

> " lan| conv = > " a, conv

Confirmei no livro as minhas respostas.

1. Tendo em conta que
la1+ac+as+...+ap| < l|ai|+|a|+|as|+...+|an|

demonstre o teorema anterior utilizando um
dos critérios.
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Assim, quais as implicacdes verdadeiras?
Risque o que nao interessa:

> |an| conv = " a, conv

> " apconv =) |a,| conv
> lan| div=) " a, div
> apdiv=) " |ay| div

Confirmei no livro as minhas respostas.

Capitulo 04: Séries Numéricas

Convergéncia absoluta

Uma série ) a, diz-se absolutamente
convergente se
2_lanl

for convergente.

Uma série > a, diz-se simplesmente
convergente se
> a

for convergente mas

Z|an|

for divergente.
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2. Construa um diagrama de Venn com as séries
convergentes, divergentes, com médulo
convergente e com médulo divergente.

3. Estude quanto a convergéncia absoluta as
séries:

1
) D T=oF
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1. Considere a serie b) Abra o ficheiro somaparcial.xls e indique o

too valor da soma da série com trés casas
Z I3 decimais correctas.
n=1

a) Estude-a quanto a convergéncia.

Tem a certeza absoluta da sua resposta?
Justifique.
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Resto de ordem 7

O resto de ordem p da série

[0.9]
> a
n=1

D~

Ro= ) ap

n=p+1

(p €N)

o0
A série Z a, converge, se e s0 se,
n=1

im R,=0

p——+0o0
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Exemplo de majoracao de resto

» O resto de ordem p da série
=1
>
n=1

, . ) 1
€ inferior a —.
p
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Portanto,
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Demonstracao: (Justifique cuidadosamente todos
Exemplo de majoracao de resto 0S passos da demonstragao, pag 85 do livro.)

» Seja a, um infinitésimo decrescente.
O resto de ordem p da série

Z(—1 )"an
n=1

€, em valor absoluto, inferior a ap1.
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Exemplo: Determinar o valor de
1
Dz
n=1

com um erro inferior a uma milésima.

Pelo que vimos atras, para esta série, R, < 2—7.
Como queremos um erro inferior a uma milésima,
necessitamos que

:
Ry < ——

ou seja,
p =
assim, ao calcularmos

1
Z == 1.64393456668159

=l

temos a garantia de que este valor tem um erro
inferior a uma milésima em relacdo a soma total da
série. Ou seja, temos, pelo menos, casas
decimais correctas.

2. Utilizando uma folha de célculo s , obtenha
um valor aproximado de

> 1
22
n=1

com um erro inferior a uma centésima. E
inferior a 5 centésimas. E inferior a 0.34.
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ili 5 o - 5 _
< Ut|||za|ndo uma'folklja c:je calculo fs , obtenha 4. Utilizando uma folha de célculo s , obtenha
um valor aproximado de um valor aproximado de
Pl = ol
2 —1y'—
n=1 (n + 3) Z( ) n2
n=1
com um erro inferior a uma centésima. E oM UM erro inferior a uma centésima.

inferior a 0.5.
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5. Utilizando uma folha de célculo s , obtenha
um valor aproximado de

- 1
> cos(nm)
n=1

com um erro inferior a uma milésima.
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Construa um mapa conceptual deste capitulo. (Usando as ferramentas de edigéo e o Instantaneo do Adobe Reader)
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(continuacao)
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(continuacao)
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Para Praticar ...
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Daqui em diante, sempre que lhe parecer Util,
o . V0 e .
utilize o WXMaxima @ para fazer previsées e/ou confirmar os resultados.

Exemplo: para obter a natureza e,

caso seja convergente,
400

calcular a soma da série ) _ -,

n=1
insira: sum(1/n, n, 1, inf), simpsum;

seguido de :
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1. Estude quanto a convergéncia as seguintes Z (n+1)!
séries numéricas. e3”

10m° + 3
< Z n® +2n
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. 2\" X3x5x. .. x —
')Z(E) ol 1)21 3x5 2n—1)

1x4x9x%x---xn?
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6Bx8x10x---x(2n+4) a\n
1x 16 x 49 x --- x (30— 2)2 I)Zln(1+ﬁ)

K)
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) gt T
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o)chs_(nni) (aeR) p)ZKnjq)n— Zn}_”
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a) Z(W(ﬂ;l&)” 23n+sm

2n? + 1
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1 n
u) Z (cos(mr)§> V) Z - (ac€R)




09 Para Praticar .

Capitulo 04: Séries Numéricas L pag.135/190

Ve
0 3R (aeR) DY A (@eRY)
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1 1
2) Z(n—1)2 (122 (ni4p
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2 Considere a serie b) Use uma folha de calculo s para determinar

1 um valor aproximado da soma da série.
Z nP+n+1

a) Mostre que é convergente.
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3. Represente a dizima 0.(4) como uma fracgao.
Sugestao: escreva 0.(4) como uma série geométrica.

4. Represente a dizima 0.(21) como uma fracgao.
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5. Represente a dizima 2.34(15) como uma _
fracgéo. Sugestao: escreva 0.(4) como uma série geométrica. 6. Expllque um Processo para transformar
qualquer dizima infinita periédica numa
fraccao, ou seja, que as dizimas infinitas
periodicas sdo numeros racionais.
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7. Se existirem, dé exemplos de séries:

a) divergentes com termo geral que nao
tende para 0.

b) divergentes com termo geral que tende
para 0.

c) convergentes com termo geral que nao
tende para 0.

d) convergentes com termo geral que tende
para 0.

Capitulo 04: Séries Numéricas
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8. Das somas parciais S, determine o termo b) S, =4n

+o00
geral a, e asoma S = ) a, da série
n=1

correspondente.

1
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2n
c) Sp=In n 9. Determine as somas parciais a; + az + ... + a
de:
1
a) ap=
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n+1 C)a=n
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10. As seguintes representacdes sugerem series... b) 1 n 1 n 1 n
indigue um possivel termo geral e estude essa 100 105 110
série quanto a convergéncia.

1 1 1
a) + + + ...

100 200 300




09 Para Praticar .

Capitulo 04: Séries Numéricas “ pag.145/190

12)1 114 5+ N o
04 " 109 1000000 | 1000001 ' 1000002

c)
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11. Construa uma série ) _ a, a convergir mais
rapidamente que > b, mas mais lentamente

que > ¢, (ou seja, = — 0, @—mo).

b,7 Cn
1 1
a) bn:ﬁ, Cn:ﬁ

Capitulo 04: Séries Numéricas
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~en 12. Verdadeiro ou falso? Justifique.

a) Qualquer série alternada converge.
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b) > a, converge siplesmente se > |a,| diverge.

c) Uma série de termos positivos convergente é
absolutamente convergente.
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d) Se > ane > b, convergem entédo > (a, + bn)
também converge.

. 1 .
e) Se Y a, converge entao ) - diverge.
n
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13. Sejam > ap, > b, séries de termos positivos b) 3" a2
convergentes. Indique, se possivel, a natureza
das séries:

3
)22+an
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13. Mostre que, se >~ a, (a, > 0) converge entéo 14. Mostre que se as séries a2 e >_ b2 forem
ZAS’”(an) também GO convergentes, entdo a série >_ apb,, é

quando ) a, diverge.
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15. Sendo a, uma sucesséao de termos positivos
indique, justificando, o valor légico das
afirmacoes:

a) Se ) a, converge entao > (an+1 — an)
converge.

Capitulo 04: Séries Numéricas Y pag.153/190

) Se > a, diverge entdo Y (an+1 — an) diverge.
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16. Seja 0 < a, < b, e > a, converge.
O que é que se pode deduzir sobre > b,?
Dé exemplos.

17. Suponha que b, + ¢, < a, (todas sucessdes
positivas) e > a, converge. O que é que pode
afirmar quanto a naturezade > b, e > c,?
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18. Suponha que b, + ¢, > a, (todas sucessdes
positivas) e > a, converge. O que é que pode
afirmar quanto a naturezade > b, e > c,?

19. Uma defini¢cdo incorrecta de série convergente

é:
Uma série é convergente quando a
sucessao das somas parciais é
limitada.

Quais das seguintes séries verificam esta
definicdo mas nao séo, de facto, convergentes.
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20. Para cada uma das seguintes situacdes b)
justifique se > ¢, converge, diverge ou se nao
se pode concluir sem mais informagéo.

1
a)Ogc,,gI—?, Vn e N.
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21. Considere a série
+o0
> _an
n=1

onde

50n

P9 = pn <1010

an = 10
TO¢ n>10

Estude-a quanto a convergéncia.
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22. Consegue encontrar uma série que ninguém
na sala, nem alunos nem professor, consiga
decidir se é convergente?
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1. A figura seguinte mostra um quadrado de lado
1.
Dividiu-se esse quadrado ao meio e coloriu-se
metade.
A que sobrou dividiu-se ao meio e coloriu-se
metade.
A que sobrou dividiu-se ao meio e coloriu-se
metade.
E assim sucessivamente...
Mostre usando séries que a soma das areas
destes rectangulos é 1.
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2. Determine a area a colorido, construida num
quadrado de lado 1, como mostra a figura:
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3. A figura seguinte mostra uma escada infinita
construida com cubos.
Determine o volume total da escada
sabendo que o maior cubo tem lado 1
e cada cubo tem como lado metade do lado do
cubo precedente.
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4. Conjunto de Cantor
Pegue no Intervalo [0,1],
apague o intervalo ]1/3, 2/3]
(dividindo o intervalo em 3- apague o terco do
meio),
depois apague ]1/9, 2/9[ e 17/9, 8/9]
(dividindo os intervalos em 3- apague o terco
do meio)
continue este processo...
Qual é a soma dos comprimentos dos
intervalos que foram apagados?
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5. Comece com um quadrado com 4 unidades de
lado.
Una os pontos médios do quadrado para
formar um novo quadrado dentro do primeiro.
Entdo una os pontos médios do quadrado de
dentro para formar o terceiro e continue...
Qual é a soma das areas destes quadrados?

@)
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6. Uma bola é atirada de uma altura de 10m.
Em cada instante toca no chao e volta a subir
a uma altura que é % da altura anterior.
Determine a distancia total que a bola
percorrera admitindo que ela volta a subir
muitas vezes.
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7.a) Este problema trata da questao de estimar o
efeito cumulativo da descida dos impostos na
economia de um pais.

Supondo que o governo propde uma descida
de impostos totalizando 100 milhdes de euros.

Supondo que as pessoas que tém dinheiro
extra gastam 80% e guardam 20%.

Entdo a receita extra gerada pela descida de
impostos, 100x0.8=80 milhdes de euros sera
gasta, torna-se uma nova receita para outra
pessoa.

Assuma que essa pessoa também gastara
80% da sua receita adicional, ou seja 80x0.8
milhdes de euros, e assim por diante.

Calcule o total de gastos adicionais gerados
pela descida dos impostos.
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7.b) Suponha que o governo faz um corte de
impostos de 10 milhdes de euros.

Suponha que cada pessoa gasta 93% do que
recebe a mais e guarda o resto.

Estime o efeito total do corte dos impostos na
economia.
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7.c) Resolva o exercicio anterior supondo que o
gasto das pessoas é de 95% e veja qual € o
efeito de uma taxa de poupanca ligeiramente

menor.
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7.d) Calcule o efeito de um corte de impostos de 20
milhdes quando a taxa de poupanca é de 2%.
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8. Pacientes com certos problemas cardiacos
sdo, muitas vezes, tratados com digitocina, um
derivado da planta digitalis.

A taxa a que o corpo humano elimina a
digitocina € proporcional a quantidade de
digitocina presente.

Num dia (24horas) aproximadamente 90% da
quantidade existente € eliminada.

Suponha que € dada diariamente uma dose de
manutencdo de 0.05 mg ao paciente.

Estime a quantidade total de digitocina
existente no paciente ao fim de varios meses
de tratamento.
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9. Um paciente toma diariamente 6 mg de um
certo medicamento.

Cada dia o corpo elimina 30% da quantidade
de medicamento existente no corpo humano.

Estime a quantidade total de medicamento
existente no organismo apds um extenso
tratamento, imediatamente a seguir a uma
dose ser tomada.
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10. Um paciente toma diariamente uma dose de M
mg de um certo medicamento.

Cada dia o corpo elimina uma frac¢ao q da
quantidade de medicamento existente no
corpo humano.

Estime a quantidade total de medicamento
existente no organismo ap6s um extenso
tratamento, imediatamente a seguir a uma
dose ser tomada.
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11. Chama-se perpetuidade a uma sucessao de
pagamentos que continua para sempre.

Chama-se valor capital da perpetuidade a
soma dos valores de todos os futuros
pagamentos.

Considere uma perpetuidade que pretende
pagar 100 no inicio de cada més.

Suponha que a taxa de juro € de 12% ao ano
mas calculada més a més.

a) Qual o valor dos 100 ap6s os dois meses?
b) E apds 3 meses?
c) E apds k meses?
d) Expresse o valor capital como uma série.
) Calcule a soma da série.

e
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12. Pergunte a um colega que saiba tocar musica
qual a relacéo entre a série harmonica e os
harmonicos.
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Notas

(Algumas péaginas em branco para utilizar como lhe aprouver... )
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