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Como podemos medir a velocidade de um objecto num instante????




Introducao

pag.4/156

Capitulo 07: Diferenciabilidade

Ou, de uma forma ainda mais fundamentalista...

O que significamos com o termo velocidade???
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Esta discussao leva-nos a um conceito fundamental em Analise Matematica...

O conceito de derivadal!!
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A derivada indica-nos a forma como varia uma dada grandeza...

Pode ser interpretada como o declive de uma curva, uma taxa de variagdo, uma velocidade...
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Neste capitulo vamos estudar derivadas de fungdes reais de variavel real

ou seja,

vamos estudar a forma como variam essas fungées...

a intensidade com que variam e se aumentam ou diminuem...
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Vamos estudar como variam as fungdes béasicas (chegaremos a uma tabela de derivadas)...

E como determinar a variacao de fungdées mais complexas utilizando a variacao das funcdes basicas...

Vamos ver como estimar variagdes utilizando a derivada (diferencial)...

Vamos descobrir que informagéo podemos retirar de uma fun¢do conhecendo a sua derivada... maximos,
minimos, pontos de inflexao...

Vamos perceber que, com o auxilio da derivada podemos ter um conhecimento muito profundo de uma
funcdo podendo até esbogar o seu grafico com muito rigor...
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As aplicagdes da derivada sao infinitas:

Na Engenharia Civil:

» A intensidade dos tremores de um terramoto.

» A variagédo do peso exercido num dado momento no tabuleiro da ponte 25 de Abril em fun¢cdo do nimero
de carros que a atravessam.

» A variacdo da quantidade de agua na barragem de Castelo de Bode em funcéo da pluviosidade...

» A variacao na deflexdo de uma viga sujeita a um certo peso em funcéo do ponto da viga...

» A variacdo da dilatagao de um prego provocada por aquecimento em funcao da temperatura...

Na Economia:

» Flutuagdes nas taxas de juro.
» A taxa inflacdo de um pais.
» A variagéo de preco de um apartamento na baixa lisboeta em fung&o da sua area.

Na Biologia:
» A taxa de variacdo do numero de animais existentes de uma espécie em vias de extincdo em funcao da
quantidade de alimento disponivel...
Na Fisica:
» A velocidade de um objecto em funcao do tempo...
» A variacdo do comprimento da aresta de um cubo em fun¢ao do seu volume.
Na Medicina:
» A variacdo no volume de sangue no corpo de uma pessoa em fungcéao do seu peso.
» A variacdo da quantidade de um medicamento existente no nosso corpo em funcédo do tempo...
» A variacdo do numero de bactérias numa cultura...

esta sempre presente no nosso dia-a-dia...
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No final deste capitulo deve:

encontrar exemplos de fung¢des cuja derivada tenha
determinadas caracteristicas;

calcular a derivada de fungdes definidas por uma sé
expressao ou definidas por ramos;

estimar a variagdo num dado parametro utilizando
diferenciais;

aplicar os teoremas de diferenciabilidade para obter
informagobes sobre uma funcao;

determinar os extremos e os pontos de inflexdo de uma
funcgao;

fazer um esboco preciso de uma fungao;

aplicar as varias interpretacdes de derivada;

reconhecer a utilizacdo de derivadas em problemas de
aplicacéo pratica e utilizar os seus conhecimentos sobre
derivadas para os resolver.

Competéncias globais

Também deve:

escrever e verbalizar os seu pensamentos
de uma forma clara, concisa e organizada;

justificar os raciocinios;

compreender e utilizar a linguagem
matematica;

utilizar programas computacionais como
ferramenta de apoio ao estudo;

formular hipoéteses; interpretar, prever e
criticar resultados no contexto do
problema;

fazer raciocinios demonstrativos, usando
métodos adequados (n290es, incluem-se 0
método de reducdo ao absurdo, o método
de inducao matematica e a utilizacao de
contra-exemplos);

ser auténomo na auto-avaliagéo e, se
necessario, na procura de elementos
complementares de estudo.
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» Para responder as perguntas ou fazer anotagdes, pode
utilizar qualquer ferramenta do Adobe Reader:?

» Gravacgao audio
Caixa de texto
Sublinhar
Realcar
Chamada
Nuvem

> LéplS

= oao

v

v

v

v

v

» As figuras e textos sobre matematicos foram retirados da
web, para aceder a pagina original basta clicar na figura.

4Se nao domina adequadamente o Adobe Reader, veja o tutorial em



http://help.adobe.com/en_US/Reader/9.0/index.html
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Consideremos, em tudo o que se segue, que as fungdes envolvidas sdo fungdes reais de variavel real.

f-R—=R
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juntar u” natabeladerivadas
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Definicao de derivada....
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Declive
Determine o declive das rectas:

r:
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Considere a funcao

) » Qual o significado de (223.%2__222?
f(x) = x°. Eo da recta ao grafico de f que passa em
f( )e f( ). Faga um esbogo dessa recta.
2.1)2—22
> I?de (2.1)72 ?
Eo da recta ao gréafico de f que passa em
f( ) e f( ). Faga um esboco dessa recta.
2.01)2—22
> Ede (2.01)—2 ?
Eo da recta ao grafico de f que passa em
f( ) e f( ). Faga um esboco dessa recta.
1.99)%—22
> I?de ( 1.95)372 ?
Eo da recta ao gréafico de f que passa em
f( ) e f( ). Faga um esboco dessa recta.

f(2+ h) —f(2)
(2+h) -2
Eo da recta ao gréfico de f que passa em

. f( ) e f( ). Faga um esboco dessa recta.

» E de

com h um numero real "pequeno”?
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Qual o significado de fim f2+h—1), Derivada de f no ponto a
—

2+h-2

Uma fungéo real de variavel real f diz-se
derivavel ou diferenciavel num ponto a no
interior do dominio de f, se for finito o limite
. f h) —f
- fa+h) —f(a)

/4’—>o h

Nesse caso, chama-se a esse limite a derivada
de f no ponto a e representa-se por

E, em geral, para uma funcéo real de variavel real df
f e um ponto a no interior do dominio de f, qual o f(a) = a(a) = Df(a) =
significado geométrico de o fla+h)—fa) . f(x) — f(a)
. f(a+ h)—f(a)  h0 h  x—»a X-—a
lim
h—0 h

http://www.ies.co.jp/math/java/calc/limsec/limsec.html
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1. Calcule, por definigéo: b) f' (3) sendo f(X) — eX 4+ 3.
a) f'(2) sendo f(x) = X% + x.
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c) f'(0) sendo f(x) = sin(x). d) ' (0) sendo f(x) = |x|.
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e) f'(0) sendo f(x) = (x + |x[)% + 1. f) f(0) sendo

x2sinl se x+#0
f(X)_{ 0 se xio
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2. Estude quanto a continuidade e derivabilidade

as seguintes fungdes no ponto indicado.
Se uma funcéo f é derivavel no ponto a entio f é a) f(x) = |x| em x = 0.

continua em a.

Demonstracao:
Tenha em conta que f(x) — f(a) = =18 (x — a),
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x2 se x>0 2
b) f(X)Z{ 1 so x-0&Mx=0. f(x):{x s X=20 mx=o.
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3. Em t segundos uma particula move-se s L :
metros desde o ponto de partida, com s — 5£2. b) Use as respostas a alinea a) para estimar a
_ o velocidade instantanea da particula no
a) Calcule a velocidade médiaentre t = 1 e instante t —
t=1+ hse:
al) h=0.1;
a2) h=0.01;

a3) h=0.001.
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gue um carro percorreu numa viagem, em
funcao do tempo t, desde que a viagem

comecou.
tthoras) [0 1] 2 | 3 | 4 | 5
d (distancia) || 0 | 45| 135 | 220 | 300 | 400

a) Calcule a velocidade média entre 2 e 3.

b) Calcule a velocidade média entre 2 e 5.

pag.23/156

5. Um carro é conduzido a velocidade constante.
Faca um esbog¢o do grafico da distancia que o
carro percorreu como funcéao do tempo.
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6. Um carro é conduzido a velocidade crescente. 7. Um carro é conduzido a grande velocidade
Fagd UM esbocoido grfaflco~da:jdlftan0|a que o depois a sua velocidade decresce lentamente.
carro percorreu como fungao do tempo. Faca um esboc¢o do grafico da distancia que o

carro percorreu como fungdo do tempo.
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8. Para a funcgao f representada na figura
seguinte tem-se que f(4) =25e f(4) = 1.5.
Determine as coordenadas dos pontos A,B e
C.

3.9 | o
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Regras de derivacao...
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Regras de derivacao

gy = f : (x*)" =2x (sin(x))’ = cos(x)
e ( 3)/ 352 (cos(x))' = — sin(x)
x3) =3x L
(M) (a) = Af'(a) T ) e
(Vx) = 2% (cot(x))" = — csc(x)
= t
(fg)l (a) _ f/(a)g(a) + f(a)g/(a) (Xa)/ _ OéXa_1 = Q\ {0} (SeC(X.)) /SeC(X) 13.”(X)
(In(x)) = % (arcsin(x)) = N
(é)l(a) = f’(a)g(ag)}zzaf)(a)g’(a) (e¥) = e (arccos(x))' = — 1 1—x2
(k) =0, keR (@) =aIn(a) aeR\ {1} (arctan(x)) = 1 +1X2
(x) = 1 (arccot(x)) = — lx'ﬁ‘

Vamos confirmar, por defini¢&o....
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1. Prove, por definicéo:
a)

(f+g) (a)=r(a)+g'(a)

() (a) = AF(a)
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(f.9) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (é)’ (a) = f(a)g(a) — f(a)d'(a)

9%(a)
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(k) =0, keR (x) = 1
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(xz)/:2x (xs)':3x2
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(\/})' =— (x*) = ax>~! a € Q\ {0}
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(n(x)) = (&) = e
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m) 3. Relembrando que
(@) =a‘In(a) acR\ {1}
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

e que
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

mostre que:
a)

(sin(x))" = cos(x)
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(tan(x))" = sec?(x)
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(cot(x)) = — csc?(x)

(sec(x)) = sec(x)tan(x)
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Derivacao da funcao composta 2 (In(x2 + 3x))’ —

f derivavel em a h = gof
g derivavel em f(a) é derivavel em a

(gof)' (a) = g' (f(a)) .F'(a)

1. (sin(x?)) = ...
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Demonstracao:
— gof

X—a X —a
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3. Dado r(2) =4,s(2)=1,r(2)=-1,5(2) =3
e s'(4) = 3. Calcule as seguintes derivadas ou
indique a informacéo de que necessitaria para
a calcular.

a) H'(2) se H(x) = r(x).s(x)
b) H'(2) se H(x) = \/r(x)
c) H'(2) se H(x) = r(s(x))
d) H'(2) se H(x) = s(r(x))

4. Se g(2) =3 e g'(2) = —4, calcule f'(2) nos
seguintes casos:
a) f(x) = X2 —49(x)
f(x
f(x

g(X)
_ X2 ( )

f(x) = xsin(g(x))

f(x) = x2In(g(x))

Para cada uma das alineas anteriores
determine a equacéao da recta tangente a f
no ponto x = 2.

b) f(x) =

c) f(x) =
d) f(x) = (9(x))?
e) f(x) =

f)

)

g
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Derivacao da funcgao inversa

Seja f uma funcao derivavel e injectiva em |b, c],
aclb,c|, f'(a) # 0 entdo ! é derivavel em f(a)

e
1

() (@) = 73

1. f(x) = x> +1, x € Rt

() (13)) = -

[lustre...
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Demonstracdo: ' (f(x))=x ...
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2. Use o teorema da fungao inversa para mostrar
que:

b) (arccos(x))’

1
V1 —x?

a) (arcsin(x))’ =
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1
1+ x2 d) ((x)) = -

c) (arctan(x)) =
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Tabela de derivadas...
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Tabela de derivadas
Sejam u = f(x), v=g9(x), ke R.

k' =0 (sin(u)) = cos(u)u’
X' =1 (cos(u))' = —sin(u)u’
(U+v)=u+Vv (tan(u))" = sec®(u)u’
(ku)' = ku' (cot(u))" = —csc?(u)u/
(V) = v+ v (sec(u))’ = sec(u)tan(u)u/
(L) = M (arcsin(u)) = ——
)= i@
(u®) = aue=1u, o € Q\ {0} | (arccos(u)) = — 1u_ =
(\/U)/ _ 25//3 (arctan(U))’ = 1 —|l:’U12
(In(u)) = % (arccot(|U)|)’ = #—Ug
uy — auyy / Y
(e¥) = e'u (lul) == = a
(a¥) = aIn(a)u’, ac R\ {1}
() = uIn(u)v' + wu"="v
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Daqui em diante, sempre que Ihe parecer apropriado,
confirme que obteve a expressao correcta para a derivada utilizando, por exemplo, o WXmaxima .

Nota:

para calcular a 12 derivada

de In(v/x?7+1 — &X) introduza:
diff(log(sqrt(xA(2*(% pi+1)))-e A x),x,1);
seguido de SHIFT+ENTER.
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1. Calcule: b) (e *In(vx +2))

a) (cos(e**?%))’
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X —2

c) (x°—sin(3x —2))’ ( X43 >/
d)
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°) (Xetan(X))l f) (tcos(\/?e’))/
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9) (ezxsinz(SX)), h) (e, (k € R).
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) (tan?(2 + 3a))’, (« € R).

) (\s/cosz(y) +3+ sinz(y))/
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K) ((l — %) (2x3 + 4))l ) (tan(arctan(2a)))’
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2. Calcule: b) f(3x), sendo f(x) = tan(x + ) —
a) f'(2), sendo f(x) = In(x) + 3x.
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3. Determine a equacao da recta tangente ao
gréfico de f(x) = 5x2 no ponto x = 10.

4. Determine a equacao da recta tangente ao
grafico de f(x) = -5 no ponto (1, 1).




5. Considere a fungéo f(x) = sin(x).
a) Observe a tabela seguinte, na qual o seno

foi calculado em radianos.

03 Tabelas de derivadas

Modelo Matematico

(sin{h])-0])

m= -
n

Oh

Om

1.000000000000
0.100000000000
0.010000000000
0.001000000000
0.000100000000
0.000010000000
0.00000 1000000
0.000000 100000
0.0000000 10000
0.00000000 1000
0.000000000100

Desta figura tem-se que uma estimativa da

0.841470984808
0.998334166468
0,999983333417
0,999999833333
0,999999998333
0.999999999983
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000
1000000000000

Capitulo 07: Diferenciabilidade

calculado em graus.

Modelo Matematico

(sin{h)-0])

m= -
n

m]

O

1.000000000000
0.100000000000
0.010000000000
0.001000000000
0.000 100000000
0.000010000000
0.00000 1000000
0.000000100000
0.0000000 10000
0.000000001000
0.000000000100

derivada da funcéo seno, em radianos, no é

ponto e

ISEL-IPL

0017452406437
0.017453283659
0017453292431
0017453292519
0.017453292520
0.017453292520
0.017453292520
0.017453292520
0.017453292520
0.017453292520
0.017453292520

pag.55/156

b) Observe a tabela seguinte, na qual o seno foi

Desta figura tem-se que uma estimativa da
derivada da fungao seno, em graus, no ponto

UIED-FCT-UNL
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c) Calcule f'(0) pelas regras de derivagao. d) Na alinea anterior utilizou graus ou radianos?
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c) Calcule f'(0) pelas regras de derivagao. d) Na alinea anterior utilizou graus ou radianos?

E por isto que se utiliza, por defeito, a fungdo

seno (e todas as trigonométricas) em

radianos... porque a relagao entre x e sin(x) é

muito mais simples em radianos do que em

graus... Em radianos tem-se que

(sin(x))’ = cos(x), lim 2% — 1, enquanto
x—0

que em graus estas relagcées sao muito mais

complicadas...
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Derivadas laterais...
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Derivadas laterais

Derivada lateral de f a direita de a

ety = fim @ h,)7 — f(a)

h—0+

.
‘

Derivada lateral de f a esquerda de a

f(a+ h) — f(a)
FlEr)= h/—l>of h

Nota: Se ambos os limites existirem e forem iguais
entdo f'(a) =f'(a ) = f (a").

http://www.ies.co.jp/math/java/calc/limrl/limrl.html
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emt=0.

1. Calcule a derivada de f nos pontos indicados: t?+2 se t>0
b) f(t) =
2 se t<0

(x) = x> se x>3
] 9x+1 se x<3
emx=3eemx =0.
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x+1 se x> 1
c) f(X)={ “x® se x<ieMmx=1 d) f(x) =[2x — 4] em x = 2.
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2. Seja f : R — R uma fungéo continua em R.
Para x # 0, f(x) =

Determine f'(0).

X
=5 5
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Taxa de variacao
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Considere a funcao

f(x) = x2.

2_o2
L (23y-2

Capitulo 07: Diferenciabilidade

>3~ pode ter outro significado...
para além de representar o declive da recta secante...

... indica-nos a taxa de variagao da funcéo f

entre os pontos e ,
ou seja, quanto varia a funcéo f,
entre e , por cada unidade.

. (23)°-22  529-4 129 _ 43
Ou seja, como “3—— = 535 = 53 = 7

a fungéo x2 varia 1.29 por cada 0.3 unidades,
portanto 4.3 por cada unidade.

O significado de &)= & 2

2.1-2
... a taxa de variacao da fungao f entre os pontos e , OU
seja, quanto varia a funcéao f, entre e , por cada unidade.

; (21’22 _ 441-4 _ 041 _ 41
Ou seja, cOMO “Zi—— = 575 = 53 i

a funcgéo x? varia por cada 0.1 unidades,
portanto por cada unidade.
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Continuando com a fungao

. Iy 2— 7
f(x) = 5. O significado de (22~°g+222 6.2 |
... a taxa de variagao da funcéo f entre os pontos e , OU seja,
quanto varia a funcéo f, entre e , por cada unidade.
Ou seja, como B2 — 4pi01s _ o0aon _ oot
a funcédo x? varia por cada 0.01 unidades,
portanto por cada unidade.
O significado de =2 &2
... a taxa de variacéo da funcao f entre os pontos e , OU seja,
quanto varia a funcéo f, entre e , por cada unidade.

: (2+h)>—22 _ (2+h)®—22
Ou seja, como i = “—p

a funcéo x? varia por cada h unidades.

-1+
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Taxa de variacao

f(a+ h) — f(a)

h
€ a taxa de variacao média de f entre o ponto a e o ponto a+ h.

f(a+ h) — f(a)
h

(@) = fm

€ a taxa de variacao instantanea de f no ponto a.
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Diferencial...
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Diferencial

Diferencial

f(x)—f(a)~ f(a)(x—a) parax "préximo" de a.

daf
diferencial de f

llustre...
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1. A area de um circulo depende do raio do

circulo: A = 7r?. Um circulo com raio de 3 cm = A ?resta rde Ll ?rip?]?to c:r?z;?/;nr]iz C;:'g:
tem &rea de cm2. Um aumento de 1 mm fr? :je_ap% a;qggc re 18bu001 al é e
no raio provocara um aumento de, edida ae para 100. - Qu

a , H Z " f?
aproximadamente, quantos mm? na area? volume final do depésito
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3. Seja f: R — R uma funcéao derivavel em que
f(5) =10 e f'(5) = 12. Determine um valor
aproximado de f(5.2).

4. Seja f(x) = In(x) + x2, usando diferenciais,
encontre um valor aproximado de f(1.2).
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Teorema de Rolle e de Lagrange...
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Pierre de Fermat
(1601—1665) Francés

Considerado o Principe dos amadores, Pierre
de Fermat nunca teve formalmente a matematica
como a principal actividade de sua vida. Jurista e
magistrado por profisséo, dedicava a Matematica
apenas as suas horas de lazer e, mesmo assim,
foi considerado por Pascal o maior matematico
de seu tempo.?

4http://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat

O famoso Ult
Este teorema
simples:

nao existe pat
inteiro, positiv
O teorema foi
de Diofante, s
demonstraca
proposicao, |
para conté-la

Naturalmente,
a verdade. Ge
amaldicoado :
Por mais de tr
grandes expo
Euler e Gauss
Com o advent
milhdes de alg
X,y,Zzenea
empiricament
razdo. Mas e

O teorema de
mundo durant
conseguisse
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07 Teorema de Rolle e de Lagrange

[lustre...
Ponto critico

Seja f uma fungéo continua em [a, b] e derivavel
emc < ]a, bl.

Diz-se que ¢ € um ponto critico de f se

f'(c) = 0.

Teorema de Fermat

Seja f uma fungéo continua em [a, b] e derivavel
em |a, b|.

Se existir um ponto ¢ em |a, b[ onde a fungéo
atinge um extremo (maximo ou minimo) relativo
entdo f'(c) = 0.

Nota: Os extremos (maximos ou minimos)
relativos de uma funcao f, estdo entre:
» 0S pontos onde f’ se anula.

» 0S pontos onde f' ndo existe.

» as extremidades do dominio de f.
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[lustre...
Teorema de Rolle

Seja f uma funcao continua em [a, b] e derivavel
em |a, b|.

Se f(a) = f(b) entdo existe, pelo menos, um
ponto ¢ € |a, b[ tal que f'(c) = 0.

Corolario do Teorema de Rolle

Seja f uma fungéo continua em [a, b] e derivavel

em |a, b[. Entdo:

1. entre 2 zeros da funcao f existe, pelo menos,
um zero da derivada f'.

2. entre 2 zeros consecutivos da derivada f’
existe no maximo, um zero da fungao f.

3. nao existe mais do que um zero de f superior
(inferior) ao maior (menor) zero da derivada de
f.
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1. Seja f(x) = (x? — 3x — 4) (x* — 4) .Mostre que
f'(x) tem exactamente 3 zeros.

2. Mostre que f(x) = 10x3 — x + 1 tem, no
maximo, 2 raizes reais.
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3. Mostre que f(x) = sin(x) — x tem um anico
zero. Determine-o.




07 Teorema de Rolle e de Lagrange

Capitulo 07: Diferenciabilidade g

Teorema de Darboux 1. Considere f(x) = x° + 4x2 — x. Prove que

existe pelo menos um ponto
Seja f uma funcao com derivada (finita ou ce[0,1]: f(c) =5.

infinita) no intervalo [a,b]. Entdo ' (x) assume
todos os valores entre f'(a) e f'(b).
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Joseph Lagrange |
(1736—1813) ltaliano

Aos vinte e trés anos aplicou o calculo diferencial
a teoria da probabilidade, indo além de Isaac
Newton com um novo comec¢o na teoria do som.

Entre os grandes problemas que Lagrange
resolveu encontra-se aquele da oscilagao da
Lua. Por que a Lua apresenta sempre a
mesma face para a Terra? Pela solucéo deste
problema recebeu o Grande Prémio da
Academia Francesa de Ciéncias.

Em carta escrita para D’Alembert, em 1777, diz:
eu tenho sempre olhado a matematica como
um objecto de diversao, mais do que de
ambicao, e posso afirmar para vocé que tenho

Aos dezasseis anos tornou-se professor de
matematica na Escola Real de Artilharia de
Turim. Desde o comeco foi um analista, nunca

um gedmetra, o que pode ser observado em mais prazer nos trabalhos de outros do que nos
Méchanique Analytique (Mecanica Analitica), meus proprios, com os qualis estou sempre

sua obra prima, projectada aos 19 anos, mas s6 insatisfeito.

publicada em Paris em 1788, quando Lagrange a

tinha cinquenta e dois anos. Nenhum diagrama
(desenho) sera visto neste trabalho, diz ele na
abertura de seu livro...

dhttp://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_de_Lagrange
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Voltou a seus trabalhos matematicos como
membro da Academia Francesa a convite de
Luis. Foi recebido em Paris, em 1787, com
grande respeito pela familia real e pela
academia. Viveu no Louvre até a Revolucéo,
tendo-se tornado o favorito de Maria
Antonieta.

Aos cinquenta e um anos, Lagrange sentia-se
acabado. Era um caso claro de exaustéo
nervosa, pelo longo periodo de trabalho
excessivo. Falava pouco, parecia estar sempre
distraido e melancdlico. Era a triste figura da
indiferenca, tendo perdido, inclusive, o gosto pela
matematica.

Um emissario disse a seu pai: seu filho,
orgulho de Piemonte que o produziu, e da
Franca que o possui, honra toda a
humanidade por seu génio.
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Teorema de Lagrange Corolarios do Teorema de Lagrange
Seja f uma funcgado continua em [a, b] e derivavel Seja f uma fungao continua em |[a, b] e derivavel
em ]a, b[. Entédo existe pelo menos um c € ]a, b| em |a, b.
tal que 1. Se f(x) =0Vx €]a, b[ entéo f é constante em
f(b) — f(a) _ f/(C). [a, b]
b-a 2. Se f'(x) > 0Vx €]a, b[ entdo f é estritamente

crescente em |[a, b.

. Se f'(x) < 0Vx €]a, b[ entdo f é estritamente
decrescente em [a, b].

[llustre... 3
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1. Aplique o T.L. a fungéo f(x) = x3 em [0, b] com
b > 0. Mostre que existe um Unico ponto que
verifica o teorema e determine-o. In (1 + X

2. Mostre que

<1 arax >0
X P )
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3. Mostre que

4. Mostre que

3a(b—a)<b*—a <3b?’(b—a) comb>a 2
In(1 + x) <In(x—1)+m com x > 1.
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5. Verifique a desigualdade

lcosx —cosy| < |x —y|.
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Regra de Cauchy...




08 Regra de Cauchy

Capitulo 07: Diferenciabilidade Pag.84/156

Teorema de Cauchy

Sejam f e g duas fungdes continuas em [a, b] e
derivaveis em |a, b[. Se Vx €]a, b[ g'(x) # 0
entdo existe pelo menos um c € ]a, b[ tal que

f(b) — f(a) _ f'(c)

g(b)—g(a) g'(c)

Regra de L'Hospital

Sejam f e g duas fung¢des que se anulam num
ponto a onde estado definidas. Suponhamos que
de > 0Vx € V.(a)\{a} N Ds N Dy g(x) # 0.

Se f e g tiverem derivadas nao conjuntamente
infinitas em a e se g'(a) # 0,entéo

fix) _ f'(a)

xrag(x) ~ g(a)

Repare que, como vimos no diferencial, para
funcbes diferenciaveis em a e para x proximo de a,

f(x) ~ f'(a)(x — a).
Portanto,

para funcdées "bem comportadas”.
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Geometricamente também se compreende uma

vez que as rectas tangentes séo boas Regra de Cauchy

aproximagdes da funcao perto do ponto de

tangéncia: Sejam f e g duas fung¢des derivaveis num
. intervalo aberto / de extremidade a (a pode ser
j +00 OU —oo OU UM numero real), em que Vx € /
g (x) #0. Se
)I(anaf(x) — )I(lgqa (x) = 0( ou c0)
e existe
A
x—>ag’(x)’
entao ,
() _ o 0

——

tangente
agem x=0
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Nota: E possivel transformar as indeterminacées
da forma

0 x 00, 0o — 00,0%,1%° e o°
em indeterminagdes da forma

O
0 00

e em seguida aplicar-lhes a regra de Cauchy.

Nos ultimos trés tipos de indeterminacdes é util se
escrever

u = eln(u") _ evln(u)'

1. Calcule:

a) lim

X2 4 2x
x—0 sin(x)




08 Regra de Cauchy

Capitulo 07: Diferenciabilidade

pag.87/156




08 Regra de Cauchy

pag.88/156

Capitulo 07: Diferenciabilidade

- 7 e) limxIn(x
x—0 X2 ) x—0 ( )
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f) XEII]OOX — In(x) g) |imXX
x—0
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W M A=l X5 4+ 3x% — 2x + 1

X——+00 X I) lim

X—~400 eX
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W M A=l X +3xY —2x 1
X—+00 X i) lim

X—>+00 ex

Com a Regra de Cauchy é facil compreender
n

X
ue lim — =0, neN..
9 X——+o0 eX ’
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Com a Regra de Cauchy é facil compreender
n

. X
que lim ——~ =400, neN..
X—>+oo|n(X)

K)

lim
X—+00

(In(x))*

eX

pag.91/156
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Com a Regra de Cauchy é facil compreender
n

. X
que lim ——~ =400, neN..
X—>+oo|n(X)

K)

[im

X—+00

(In(x))*

eX

pag.91/156

Com a Regra de Cauchy é facil compreender

(In(x))"

~ 2,
eX

que

lim
X——+00

ne N...
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2. Indique o erro na seguinte demonstragao:

x*+2x2+x+5 . 3x*+4x+1 . 3x+4 . 3

= lim =" = |im ==—— = lim ===
x—too X3+ 4Xx2 — X x>+003x%2 + 8x —1  x5+006X+8 x>+x6 6
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Derivadas de ordem superior a 1...
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Dada uma funcao real de variavel real, f. ,
A sua derivada, f/, ainda é uma fungao. 1. Sendo f(x) = cos(x), calcule
Ao deriva-la obtemos a funcéo 1. 1.1 f(3y/7);

Podemos continuar este processo
indefinidamente...

Derivada de ordem n

Representa-se por

1.2 P(4/7);

£(n

1.3 A (10/7).
e chama-se (10v/m)

derivada de ordem n
ou
n-ésima derivada

da funcao f a:

£n) — (((((f’)’)')m)) derivando n vezes.
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Confirme por indugdo que a sua dedugao esta
2. Calcule a derivada de ordem n de: correcta.

a) f(x) =In(1+ x);
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Confirme por indugdo que a sua dedugao esta
b) f(x) =e™ correcta.
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Confirme por indugdo que a sua dedugao esta
c) f(x) = correcta.
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Formula de Tayilot...
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Funcao de classe C”

Uma funcgao f diz-se de classe C” num intervalo
aberto A, do seu dominio, se f for n vezes
diferenciavel em A e (" for continua em A,
escrevendo-se

f e C"(A). Exemplo: A fungéo f(x) = x? + 3 é de classe ...

Funcao de classe C*

Se f admitir derivadas de todas as ordens
continuas dizemos que f é de classe C>em A,
representando-se

f € C*(A).




10 Formula de Taylor

Capitulo 07: Diferenciabilidade Pag.100/156

Supondo que existia um polindmio de grau 4 igual a uma fungéo f(x)...

f(x)=ax*+bx*+cx®+dx+e, ab,cdecR.
De x = 0 obtém-se e =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se d =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se ¢ =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se b =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se a =

Portanto

f(x) =
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Supondo que existia um polindmio de grau 5 igual a uma fungéo f(x)...

f(x)=ax>+bx*+ex® +dx* +ex+g, ab,c,d e gecR.
De x = 0 obtém-se g =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se e =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se d =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se ¢ =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se b =

Derivando obtemos
De x = 0 obtém-se a =

Portanto

f(x) =
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Supondo que existia um polindmio com poténcias de (x-3) de grau 4 igual a uma fungao f(x)...

fx)=a(x—3)*+b(x—3)°+c(x—-3)2+d(x—3)+e, abcdecR.
De x = 3 obtém-se e =

Derivando obtemos
De x = 3 obtém-se d =

Derivando obtemos
De x = 3 obtém-se ¢ =

Derivando obtemos
De x = 3 obtém-se b =

Derivando obtemos
De x = 3 obtém-se a =

Portanto

f(x) =
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Polindmio de Taylor

Consideremos uma fungéo n vezes diferenciavel
em x = a. Designamos por polinémio de Taylor

de grau nde f no ponto a:

n_f(k)
px) = 2 (- a)f
k=0 '

— f(a) + F(a)(x —a) + f//z(!a)(x a2
(n)

Polinomio e Formula de McLaurin

Se a = 0 o polinébmio e a formula de Taylor
designam-se respectivamente por polinémio e
formula de McLaurin.

pag.103/156

Resto de Lagrange

Designamos por Resto de ordem n a diferenca
entre f e p, no ponto x, isto é

Rn(x) = f(x) — pn(x), podendo ser dado pela
expressao:

f(r+1)(¢)
Fnl) = Ty

chamada Resto de Lagrange.

n+1

(x—a) ", celx, a

Teorema de Taylor-Lagrange

Sejaf: D c R— R,n+ 1 vezes diferenciavel em
X =a,entaovVx € D f(x) = pn(x) + Ra(x) em

formula de Taylor

im Bn()
que Ln’:a(x_a)n =0.

O polinémio de Taylor de grau n de uma funcéao f €
o polinémio de grau n que melhor aproxima a
funcédo f... e quanto maior for o n melhor € a
aproximacao...
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1. Escreva a formula de Taylor de f no ponto b) f(x) = sin(x), no ponto 0, de grau 5.
indicado:

a) f(x) = e*, noponto 1, de grau 4.
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http://www.ma.utexas.edu/cgi-pub/kawasaki/plain/infSeries/6.html
ou
http://www.math.jhu.edu/~jrm/vander/stable/TPTest.html
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2. Escreva o polinémio de grau 3 que melhor
aproxima a funcéo f(x) = In(1 + x) perto do
ponto 0.

3. Escreva a férmula de McLaurin
f(x) = 132x"° — 3x + 5 de grau 150.

pag.106 /156
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4. Use a formula de Taylor para calcular os limites _ X — sin(x)
. m
. Sin(x DX — 1 _ y_ X2
a) I|mL e — 1 =

x—0 X
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c) limx — x2In <X+1>

x—0

X
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Concavidade, pontos de inflexao e
extremos...
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Sejam f uma funcao diferenciavel no ponto x = ae
t a recta tangente ao grafico no ponto (a, f(a)), de
equacao

y =f(a)+ f'(x)(x — a).
Dizemos que uma funcéo f tem concavidade
voltada para baixo(cima) no ponto a se existir
uma vizinhanca do ponto a onde o gréafico de f se
encontra abaixo (acima) da recta t.
Se definirmos

f//(a)
2!

f tem concavidade voltada para baixo no ponto a
se

r(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) ~ (x —a),

f(x) < f(a) + f'(x)(x — a),

ou seja, se
r(x) <0,

ou seja, se
f'(x) < 0.

Analogamente, f tem concavidade voltada para
cima no ponto a se f’(x) > 0.

f tem concavidade voltada para cima no ponto
a

f'(a) > 0.

f tem concavidade voltada para baixo no
ponto a se
f'(a) < 0.
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Teorema

Concava/convexa

Uma curva diz-se céncava se a sua
concavidade esta voltada para baixo, diz-se
convexa se a sua concavidade esta voltada para
cima.

Ponto de inflexao

Denomina-se ponto de inflexao, de uma funcao
f duas vezes continuamente diferenciavel num
conjunto A, o ponto a € A para o qual as
concavidades a esquerda e a direita tém
sentidos diferentes.

Seja f uma funcao derivavel sobre um intervalo
A, tal que a sua derivada f’ seja uma fungao
continua e vamos supor que f possui um ponto
critico x =aem A, isto é, f'(a) = 0.
» Se f"(a) < 0
entdo x = a € um ponto de maximo para a
fungéo f.
» Se f"(a) > 0
entdo x = a € um ponto de minimo para a
fungéo f.

pag.111/156
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Teorema

Seja f uma fungao que possui todas as n
primeiras derivadas continuas sobre um intervalo
A. Se

f'(a)=fA(a)=fPa) =..=f("Na =0

mas f(")(a) # 0.
Assim:
» Senépare f("(a) <0,
X = a é maximizante local de f.
» Se népare f("(a) >0,
X = a é minimizante local de f.
» Se n é impar e f()(a) # 0,
X = a é ponto de inflexdo de f.

1. Estude os extremos da funcao

f(x) = x*.
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Assimptotas
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llustre...
Assimptota vertical

A recta x = a é uma assimptota vertical ao
grafico de f, se a for um ponto aderente ao
dominio de f e

lim f(x) = oo ou lim f(x) = occ.
x—at X—a-
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Uma recta de equagao y = mx + b diz-se

Capitulo 07: Diferenciabilidade

assimptota ao grafico de f em +oco (resp. —oc) se

existirem pontos do dominio de f em qualquer
vizinhanga de +oco (resp. —) € se

lim (f(x) —mx—b)=0

X——400

<resp. Xﬂrpoo (f(x) —mx — b) = 0)

Assim, dividindo por x

ou seja,

lim (@ -m-— 0) =0
X—~400(—00) X

(%)
m = lim ——=
X—4oo(—o0) X

logo,

Por outro lado, é 6bvio de (1) que

b= Im
X—~+00(—00)

(f(x) — mx)

Assimptota

Uma recta de equagédo y = mx + b diz-se
assimptota ao grafico de f em +oo (resp. —o0)
se existirem pontos do dominio de f em qualquer
vizinhanga de +oo (resp. —oo) e se existirem me
b:

X——4oo(—o0) X
b= lim (f(x) — mx)
X——+00(—00)
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1. Determine as assimptotas da fungao

5+ x

f(x) = :

X
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Para praticar . ..
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1. Estude as func¢des que se seguem, quanto a:
a) dominio:
b) paridade;

) injectividade;

) continuidade;

) derivabilidade;

) monotonia;

) concavidades e pontos de inflexao;

) extremos;

i) assimptotas;

j) faca um esboco do gréfico;

k) conjunto de chegada.

c
d
e

f
g
h

No fim, mas APENAS NO FIM, confirme os
seus resultados fazendo o grafico da fungao
no WXmaxima.
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1
f(X)—X—f‘}
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(cont.)
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g(t)y=e"
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(cont.)
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h(x) = x +In x|
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(cont.)
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(cont.)
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v
r(u)=e 2 sin(2ru)
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(cont.)
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2. Seja Cacurvaplana y = x> — 5x + 6.

_ b) Justifique que, dada arbitrariamente uma recta
a) Determine o ponto p no qual a recta nao vertical existe um e um sé ponto de C no

tangente a curva ¢ paralela a bissectriz qual a tangente é paralela a recta dada.
dos quadrantes impares.




4. Considere a fungéao real de variavel real
definida por f(x) = % sin (2x — ).

a) Determine o dominio de f.

b) Calcule os zeros de f.

c) Caracterize uma restricao invertivel da
funcéo f.

d) Caracterize a fungao inversa de f.

e) Calcule arcsin (2f (37)).
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3. A populacéo P da China a partir de 1993, em
milhdes, pode ser aproximada pela funcéao

P =1.15(1.014)!

onde t é o numero de desde o inicio em 1993.
De acordo com este modelo, quéo rapido foi o
crescimento da populagao no inicio de 19937
E no inicio de 1995? Dé uma resposta em
milhées de pessoas por ano.
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Sl [ e gréfic_:o i o) N %Xz ¢ g(x) " fix) +3 b) Explique porque € que adicionar uma
no mesmo sletone ot CIXOS. O que € que constante C a qualquer funcéo nao altera o
2ol ElEslr oo 0 deg:l!ve S fele valor do declive do seu grafico, em qualquer
tangentes dos dois graficos no ponto x = 0? E oonto.
no ponto x = 2?7 E em qualquer ponto x = xp? Sugestdo: Considere g(x) — f(x) + C e

calcule a derivada por definicdo para f e para
g.
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6. Faga um esboc¢o do grafico da derivada da
funcao f representada a seguir.
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7. A figura seguinte mostra o gréfico da voltagem
através de uma condensador eléctrico como
fungcéo do tempo. A corrente € proporcional a
derivada da voltagem; a constante de
proporcionalidade é positiva. Esboce o grafico
da corrente como fung&o do tempo.

,,,,,,,,,,,, A
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8. 2551 {ougnsafr?ggjg g::uggéeopﬁgeuﬂrzr:ar 9. Seja f uma fungdo impar. Que pode afirmar
e i . quanto a paridade da funcéao f'? E f’? Utilize
graficos para obter uma previsao. Confirme graficos para obter uma previsdo. Confirme

analiticamente. analiticamente.
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10. Se I(v) é a eficacia da gasolina, em km/L de
um carro a 100 km/h, qual é a unidade de
I'(90)? Qual é o significado pratico da
afirmacao /'(55) = —0.54?
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11. A aceleracéo da gravidade, g, varia com a
altura acima da superficie da Terra de uma
certa forma. Se formos abaixo da superficie da
Terra, g varia de forma diferente. Pode-se
provar que g € dada por

g % se r<R
S se r>R

onde R é o raio da Terra, M é a massa da
Terra, G é a constante gravitacionale r é a
distancia ao centro da Terra.

a) Esboce o grafico de g em funcao de r.

b) g é uma funcao de r continua? Justifique.

c) g € uma funcao de r diferenciavel?
Justifique
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12. Esboce o grafico de uma fungéo continua com
as seguintes propriedades:

a) f"(x)>0para, x <2ex > 2,
e f'(2) nao esté definida.

b) f’(x) >0 parax < 2, f(x) < 0para x > 2
e f(2) ndo esté definida.
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13. Indique um exemplo de uma funcéo que tenha
um ponto critico em x = 2 e um ponto de
inflexdo em x = 4.

14. Esboce o gréafico de uma fungdo com apenas 2
pontos criticos, um é um minimo local e 0
outro ndo € maximo nem minimo local.
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15. Indique fungbes com 0, 1, 2 e infinitos pontos 16. Para uma dada constante positiva C, a
criticos. temperatura de um paciente T, devida a uma
dose D de um certo medicamento € dada por
cC D
T=—— 07
2 3

a) Que dose maximiza a variagao da

temperatura?
b) A sensibilidade do corpo ao medicamento é
definida como 4%. Que dose maximiza a

sensibilidade?
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17. O armazém de uma empresa de construcao
civil guarda sacas de cimento e tem que
decidir quantas vezes e que quantidade deve
encomendar. E mais barato, em média,
encomendar mais quantidade porque reduz o
prego unitario. Por outro lado, maiores
encomendas implicam maiores despesas de
armazenagem. O armazém encomenda
sempre a mesma quantidade q. O custo total
semanal C de encomendar e armazenar € de

a
c=S+b
g 0

onde a e b sédo constantes positivas.

a) Qual dos termos g e bqg representa o custo
de encomenda e qual representa o custo
de armazenagem?

b) Que valor de g da um menor custo total?
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18. Uma reacgdo quimica converte a substancia A
na substancia Q; A presenca de Y catalisa a
reacgao. No inicio da reaccéao, a quantidade
de A presente em a gramas. Apds t segundos,
a quantidade de Y presente é y gramas. A
taxa de reaccao, em gramas por segundo, €
dada por

Taxa= ky(a—y)

onde k é uma constante positiva.

a) Para que valores de y a taxa é positiva ou
nula? Esboce o grafico da taxa como
funcao de y.

b) Para que valores de y a taxa € maxima?
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19. Suponha que pretende fazer um depdésito
cilindrico para guardar 1000 m® de agua,
utilizando o minimo de material. Suponha que
o material do fundo e da tampa do depdsito é
o0 mesmo da parede. Quais as melhores
dimensodes para o depdsito?

L A |
[ B
E
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20. O Antonio quer transportar material para uma obra num carrinho de mao. A andar em alcatréo ele
percorre 6 km/h e em terra batida ele percorre 4.5 km/h. Qual o trajecto que o Antdnio vai escolher para
fazer o percurso no menor tempo?

destino destino

b 200m | . 200m , destino 200m |
60m ) &60m terra batida &60m terra batida
terra batida
J J J origem
. .

. origem

origem
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21. O momento flector numa viga simplesmente
apoiada, a uma distancia x de um dos apoios,
€ dado por

M = %wLx — %wxz
onde L é o comprimento da viga e w é a carga
por unidade de comprimento (carga uniforme).
Determine o ponto da viga onde o momento é

maior.
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22. A figura seguinte mostra as linhas y = /x,
x =9, y =0 e um rectangulo paralelo aos
eixos e a extremidade esquerda em x = a.
Determine as dimensdes do rectangulo tendo
a maior area possivel.
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23. Uma viga rectangular € cortada de um toro
cilindrico de raio 30 cm. A robustez de uma
viga de largura w e altura h é proporcional a
wh? (ver figura seguinte). Determine a largura
e altura da viga mais robusta.

30
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24. Um arquitecto paisagista pretende vedar uma
zona rectangular de 30 m? num jardim
botanico. Vai usar arbustos que custam 25€
por metro em trés dos lados e no outro
arbustos a 10€ por metro. Calcule o menor
custo total.
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25. Pretende-se construir uma caixa cubica sem
topo, com um volume fixo V, determine as
dimensdes que minimizam a area.
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26. ngl é 0 ponto da parabola y = x2 que esta 27. Qual é o ponto da parabola y = x2 que esta
mais proximo (':10 ponto (1,0)? o mais préximo do ponto (3,0)?
Sugestao: Minimize o quadrado da distancia Sugestdo: Minimize o quadrado da distancia

para evitar raizes quadradas. para evitar raizes quadradas.
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28. A secgao transversal de um tanel € um
rectangulo de altura h ao qual é sobreposto
um semi-circulo de raio r para formar o tecto
(ver figura).Se a area da secgao transversal é
A, determine as dimensdes da secgao
transversal que minimizam o perimetro.
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29. De todos os rectangulos com uma dada area, 30. De todos os rectangulos com uma dado
A, qual o que tem menor diagonal? perimetro, P, qual o que tem menor area?
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31. Suponha que tem uma empresa de venda de
materiais de construcdo. Contrata com um
cliente que lhe fornece até 400 paletes de
tijolos, com o valor exacto a ser determinado
pelo cliente mais tarde. O preco vai se de 90€
por palete até 300 paletes e, acima de 300 o
preco sera reduzido 0.25€ a todas as paletes.
Qual é a maior e menor receita que a empresa
espera fazer com o contrato?
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